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PREFACE. 



Ayant été chargé, il y a quelques années, des fonc- 
tions de répétiteur à l'École des Hautes Études de 
Paris, pour le cours de Calcul différentiel et intégral 
professé par M. J.-A. Serret, j'ai été conduit à réunir 
un certain nombre d'exercices , qu'il me paraît utile 
de publier. Les problèmes contenus dans ce volume 
sont différents de ceux qu'on trouve dans l'excellent 
Traité de M. Frenet; aussi l'Ouvrage actuel, loin 
de faire double emploi avec celui de M. Frenet, en 
forme plutôt un complément naturel : tandis que 
ce dernier s'adressait aux candidats aux Écoles et à 
la Licence, le mien est désigné plus spécialement aux 
candidats à la Licence et à l'Agrégation. 

J'ai donné un grand développement aux applica- 
tions géométriques du Calcul différentiel et intégral, 
espérant ainsi rendre plus attrayantes des théories 
assez difficiles ; je signale en particulier les questions 
relatives aux surfaces orthogonales, qui donnent des 



VIII PRÉFACE, 

exercices intéressants sur Tintégration des équations 
aux dérivées partielles. 

Il m'eût été impossible de signaler à chaque instant 

4 

les Ouvrages auxquels j'ai emprunté quelque chose; 
je me bornerai à dire que j'ai puisé fréquemment 
dans le Traité de Calcul différentiel et intégral de 
M. J. Bertrand, dans celui de Todhunler, et enfin 
dans le Recueil d'Exercices de M. O. Schlomilch. 

F. TISSERAND. 

Toulouse, octobre 1876. 
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V — a V — f? V — c 

soit orthogonal 3^3 
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Problème n^ 1. 
Etudier les variations de la fonction 

I 2 . 

(juand X varie de zéro à - • 
Je calcule -/• : 

eue 

dy 1 2 Scos'x — I — 2C0S*.?r 

dx ocos'j: 3 ûcos'x 

dy . .2 COS'ar — COS JT — I 

dx ^ ' 3 cos^iîc 

dy (l — COSar)'(2COS^ -+- l) 

dx 3cos'jr 

T. ~ Bec. I 
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Donc -j- est toujours négatif^ y décroit sans cesse quand x 

varîe de zéro à -» et, comme j' = o pour x = o, j^ est né- 
gatif dans tout cet intervalle^ ainsi, x désignant un arc 
compris entre zéro et ~ 9 on a 

j: <^ - tangj: + ^ smar 



Problème vfi 2. 
Véquation 

(i) arc tangx r = m 

a^t-elle des racines réelles ? 
Considérons la fonction 



i-f-x^ 



y = arc tangx — . ; 

I -t- jî 

nous trouverons 

dx la? 

dx ~" (1 +a:')»' 

cette dérivée étant toujours positive, j augmente constam- 
ment quand x varie de zéro à -» pour a: = o, ^ = o ^ pour 

X = -H 00 , j^ = - 5 quand on change x en — x^yse change 
en — y. Donc l'équation (i) aura une racine réelle si m est 

compris entre et -I — ; cette racine aura du reste le 

2 2 

signe de m ^ si m est en dehors des limites précédentes, il 
n'y aura aucune racine réelle. 
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Problème n« 3. 

Combien l'équation 

arc tangx — mx = o, 

dans laquelle m est une quantité positive, a»t-elle de ra- 
cines positivées ? 

En prenant arc tangx < -, considérons la fonction 

jr =: arc tango; — mx, 

qui donne lieu à la dërivée 

djr I I — m — mx^ 

dx 1 4- «' I -r- a:* 

dy , 
Si m est plus grand que i , -j- étant toujours négatif, y dé- 

croît sans cesse : il varie donc de zéro à — oo quand x 
varie de zéro à -h oo 5 si m est plus petit que i , la dérivée 

est positive quand x varie de zéro à i/ ^y augmente 

depuis zéro jusqu'à un certain maximum 



, /i — m , 

Xi = arc tang 1/ ^m — m' , 

pour décroître ensuite de ce maximum yi jusqu'à — 00 , 

quand x varie de i/ à 4- Qo 5 donc, dans le cas de 

/n <^ I , l'équation proposée a une racine positive et une 
seule. 



I 

I. 
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Problème n^ 4. 



Faire connaître le nombre de racines comprises entre 
zéro et tt de l'équation 

(I) r-r = m, 

dans laquelle m désigne une quantité positivée et oc un 

angle compris entre zéro et -• (Celte équation se présente 

dans le calcul de l'orbite dune planète à l'aide de trois 
observations.) 

Construisons la courbe qui a pour équation • 

sinfd? — a) 
sin*j: 

on trouvé 

dy sin4:co8(:r — a) — 4^^^'^^i^('^ — *) 



tLx sin*ap 



» 



dy cosarcos(.i: — a) [tango: — ^tanQ{x — a)] 

dos sin*x 

Cherchons les valeurs de x qui annulent 

tango: — ^tBng(a: — a); 

nous aurons 



3 dzV^q — 16 tangua 

2) tango: = ^ 2— • 

^ ' ° 2tanga 

3 
Supposons d'abord tanga > j ; alors les valeurs que nous 

t ^ • • • ^ 

venons de trouver pour tango: sont imagmaires 5 — est 

toujours positif pour les valeurs de x comprises entre zà*o 
et «rj donc y croît sans cesse de — 00 à H- 00 quand x varie 
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de zéro à ir. Donc, dans ce cas, Téquation (i) admet une 

racine et une seule. 

3 
Supposons maintenant {fig* i) tanga <[ jy les deux va- 
leurs de tangor, fournies par Téquation (a), sont réelles et 
positives. Soient x' et x" les angles aigus correspondants \ 
X variant de zéro kx\ y croît de — oo jusqu'à un certain 
maximum j^i \y décroit ensuite jusqu'à un certain minimum 
j,> o, qu'il atteint pour x^= x"\ enfin, x variant de x'' 
a TT, ^ croit de j^, à -4- oo . 

Fig. I. 




Si donc m est plus petit quej^i, l'équation (i) aura une 
seule racine entre zéro et tt^ elle en aura trois si m est 
compris entre jt et j^i, et une seule si m est plus grand 

Problème n» 5. 



Combien l'équation 



(0 



,-^('-^)= 



m, 



dans laquelle a désigne un arc compris entre zéro et — » 
et m une quantité positivée, a-t-elle de racines réelles? 
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Je vais construire la courbe qui a pour équation 



les abscisses des points de rencontre de cette courbe avec la 



droite j^'= m seront les racines cherchées. Formons — -> 



dy r sina / Al -^^f*- i) 

le signe de cette dérivée sera le même que celui de l'ex- 
pression 

— Fax — sina (jc'h- i)l. 
Les deux racines de l'équation 



sont 



IX 
x' : h I ::^ O 

sma 



a a 

tang - et cot - : 



on aura donc 

dr sina/ a\ / a\ ~^(*~è) 

dx 7.x \ ° 2/ \ 2/ 

remarquons que tang- est plus petit que cot -• Pour 

2 2 

o: = o,^ se présente sous la forme o X <» : on trouve que 

dy , , 

y est infini \ ~ sera négatif tant que x sera plus petit que 

tang - ; y est donc décroissant : son minimum est 



2 



sin a /. « a \ 

a (ung — oot-j 

^,=:tang-^ a \ » >/ 

2 

/i = tang - c«~». 

2 



•«'•■^^ 
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a dy 



n 

4 



X étant compns entre tang - et cot -> ^ est positif: y croît 



2 dx 



jusqu'à un maximum qui a lieu pour x == cot-> et qui est 



7a = cot - tf-**»*. 

2 



Elnfin, X variant de cot - à + oo , j^ décroit sans cesse de 

ji à zéro. Si donc m est plus grand que cot- e"***", Téqua- 
tion (i) aura une seule racine réelle^ cette racine sera com- 
prise entre zéro et tang ~ • Si m est compris entre cot - e" 

Fîg. a. 



>— >cota 




et tang-e"***, Téquation (i) aura trois racines réelles : une 
entre zéro et tanc-» la deuxième entre tang- et cot-> la 

° i ° 2 2 

troisième plus grande que cot-* Si m est plus petit que 

tang -e****, l'équation (i) n'aura qu'une racine réelle plus 

grande que cot-* 

On peut remarquer que ^jj^,=5 i- cherchons les varia- 
tions de j'i et de^i quand a varie de zéro à -• On a 



4x± _ 

dp, "~ 



^0S( 



cos'a 

2C08*- 

2 



8 PaSKIÈILE PARTIE. 

donc, a variant de zéro à - » ^i croit de zéro à i et, par suite, 

y^ décroît de -t- oo à i ^ ainsi ces deux quantités, d'abord 
très-différentes, finissent par devenir égales. La fonction 

n'a plus de maximum ni de minimum quand x varie de 
zéro à + 00 ^ elle décroit constamment de + oo à zéro. La 
dérivée 

^=--l.(x-i)'rK'-i) 

s'annule bien pour x = i , mais sans changer de signe. 



Problème n« 6. 

Combien l'équation 

, . i3d:*-f- 3x 

(i) arc tangx — ^--- 7— — 5=0 

a-'t-elle de racines réelles? On prend dans tous les cas la 
valeur de arc tanc^jc: entre les limites et -\ — • 

^ 2 2 

Construisons la courbe qui a pour équation 

- » l3a:*-+-3a: 

(a) j- = arctangx- 3^^^^^_^3 , 

et il nous suffira de chercher les points où cette courbe 
coupe Taxe des a:. L'équation (2) ne changeant pas quand 
on change a: en — x et^ en — J^, la courbe admet l'origine 
pour centre \ les racines cherchées sont donc deux à deux 
égales et de signes contraires. Pour a:=:o, j^ = o; pour 

a: = -4- 00 , la fraction 5— — a 1 'x ®*^ nulle, j^ est égal â 
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-• Afin de savoir comment varie j-, je forme -^^ je trouve 

dy _ I 
dx 1 4- JC* 

(i3x»4-3x)(iax»+28x)— (39.r»-f-3)(3:c^-hi4j:^-4-3) 
■** (3x*-hi4x»-+-3)' ' 

et, après certaines réductions, il vient 

dy \Çia^[Za^ — ia^ — l) 



dx ( I -f- x'j (3a:* H- i4x'4- 3)* 

OU bien 

^_ ï6x<(3jr'-f-l)(x»— l) 
^'*'{l-+.ar«)(3ar*-4-l4x«-h3)>' 

cette dérivée est négative pour a: < i ? positive pour x ]> i *, 
donc j* décroit tant que x est plus petit que i \ par consé- 
quent, dans cet intervalle, la valeur de j^ est négative \ son 
minimum est 

7t=v — g ==—0,0146 

pour X compris entre i et 4- oo , y croit sans cesse \ il est 

égal à H — pour a: = -f- oo 5 donc il existe une valeur a:© 

comprise entre -+- 1 et -H 00 , qui annule y^ et il n'y en a 
qu'une seule. Pour x = ^, on trouve 



=i(-f) 



quantité positive; donc Xo est compris entre t et ^' Ainsi 
l'équation (i) admet les trois racines réelles o, -h-x^ et 
— J^oî J^o étant compris entre ^ et ^- 
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Problème n« 7. 
L'équation 

(i) é'>ft^' = m[x 4- ^x»— I ), 

dans laquelle on suppose /n ^o, est^elle vérifiée par une 
ou plusieurs valeurs de x supérieures à i? 

Considérons la fonction 



(2) 7 = 



^Vz^^X 



4- ^X^ — I 



et demandons-nous si, x variant de -hi à -h oo , cette fonc- 
tion peut. devenir égale à m. Pour j:=: i, j^=i^ pour 
x=3-Hoo,j = -f-oo. De l'équation ( a ) nous tirons 

logj = -c ^x' — I — log {x -H y^j:' — I ), 
I dy X* 



- -T- ^X^— I = 2 V'. 



j:' — I : 



y dx ^^»— I y^ 

— a toujours le signe -+- \ donc, j: variant de -f- i à -H oo , 

y augmente constamment de i à -H oo •, donc Téquation (i) 
admet une racine x supérieure à i , et une seule si m est 
plus grand que i : elle n'en admet pas si m est plus petit 
que I. 

Problème n* 8. 

Inéquation tang^ = z a-t-elle des racines imaginaires 
de la forme z =zx -{-y \f—i ? 

On sait que cette équation a une infinité de racines 
réelles^ cherchons si elle admet des racines imaginaires. 
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On devra avoîr, en faisant z = x +jr ^ — i , 

z=i:tangz 

ou 

y ^ 8m{x -h jr ^^) 

il) ( *-4-jV-« = ^ng«=^ —7 — ; — -r=\ 

^ ' \ cos^ar4-/v~'/ 

_^ sin2x •+■ sin(2/ V — '). 
C0S2X H- cos(2j ^ — i) 



mais 






005(2^^—1) = 
il viendra donc 



2 

• 



eV — e-^T 



sin 2 j: -f \/ — i 



cos2.r 



égalons les parties réelles et les coefficients de y^ i , et 
nous aurons 



(3) 







C0S2^ H 

2 


-'/ 


er—e-^r 




2 




C0S2a:4^ 


-V 



On tire de là, par division, en supposant x et y difTérents 
zéro, 

sin 20: é^y — e~^ 
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Or le second membre de cette éijuation développé en série 
convergente est égal à 

4j 1 .2.3 1 .2.3.4*5 

il est toujours supérieur à i, sauf pour j^ = o, auquel cas 
il est égal à t. Le premier membre de Téquation (4) est 
toujours plus petit que i \ Péquation ( 4 ) est donc impossible • 
et, par suite, il faut que, dans les équations (3), x o\iy soit 
nul. Je dis que, si x est égal à zéro, il en est forcément de 
même de/; en effet, dans Téquation (a), faisons x = o, et 
il viendra 

2 evr—e-^ 



r = 






OU bien 



r= 



er^err 



c'est-à-dire, en remplaçant les exponentielles par leurs 
développements en séries suivant les puissances de j^. 



I-+- -^ ' -^ 



I .2.3 I .2.3.4*5 



1.2 1.2.3.4 

les termes du numérateur de la fraction du second membre 
sont respectivement inférieurs à ceux du dénominateur; 
donc le second membre est. toujours plus petit que i , 
excepté pour y = o. Ainsi la dernière équation, pour être 
satisfaite, exige que j- soit nul ; la supposition de x =r o 
entraine donc J^ = o, et il ne reste plus qu'à faire j^ = o, 
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auquel cas l'équation (a) devienctra 

x = tang:r; 

donc l'équation tang^ = z n'a pas de racines imaginaires. 

Problème n» 9. 

IJ équation tangz = A-z a-t-elle des racines imaginaires? 
Faisons 

et l'équation 

(i) A-z =: tangz 

deviendra 



(2) k[x-^ysl--i) = 



sm2x H y — ' 



C0S2.r -1 



Cette équation donne les deux suivantes : 



, ^vciix 
kx = 



C0S2;r 



1 
(3) { e'r^e-^ 

2 



^r = 



COS2;r H 

2 



on en déduit par djj^ision, en supposant a? et j^ différents 

de zéro, 

sin2^ ^ — er^y^ 

nx "" 4^ 

et nous avons vu, dans le problème précédent, que cette 
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équation est impossible ; il faut donc admettre, ou bien que 
y=zo^ et alors l'équation (i) n'aurait pas de racines ima- 
ginaires, ou bien que j:=o. Dans l'équation (2), faisons 
j? =: o, et nous aurons 



ou 



(4) 



tfV-f.^~»r-4- jt 






Pour savoir si^ cette équation admet des racines réelles, 
je vais construire la courbe représentée par l'équation 



(5) 






et je n'aurai qu'à chercher les points où cette courbe est 
coupée par la droite uz=z ky. On a 

du 4 

dx "^ {er-he^y^ 

u croît constamment avec ^5 pour y=:o, 2i = o^ pour 
^ = 4-00 , u= i; nous obtenons ainsi [fig-^] la branche 




infinie OC tangente en O à la bissectrice de l'angle uOy\ 
car, pour a: = o, 



du 

dy 



m 1. 
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La courbe est située au-dessous de cette tangente, car, en 
développant les exponentielles, on a 



I 


2. 


3 '^"' 


I-f- 


y' 


• -4-. . 



I-f- 

I .a 

c'est-à-dire 

Enfin, l'origine étant le centre de la courbe, nous trace- 
rons facilement la branche OC répondant aux valeurs néga- 
tives de^. 

Cela posé, si k est plus grand que i , la droite u = hj est 
une droite telle que OB, comprise dans Tangle mOA \ elle 
ne coupe pas la courbe : l'équation (i) n'a donc pas de ra- 
cines imaginaires. 

Si k est plus petit que i , la droite u = kj est comprise 
dans l'angle ÈiOy : elle coupe la courbe en deux points G 
et C'^ on trouve deux valeurs +j^o et — j^o pour j. La 
conclusion est donc la suivante : 

L'équation tangz = Az n'a pas de racines imaginaires 
si h est plus grand que i ; elle en a deux, et deux seulement, 



si Â^ est plus petit que i . 

Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer les pro- 
positions suivantes : 

1° L'équation tangs = i^ -4- A, oiih lîest pas nul, n'a 
pas de racines imaginaires si k est égal à zéro, ou plus 
petit que zéro. 

a® L'équation tang^ = -^ — v ^'o, pas de racines ima- 
ginaires si a est plus grand que £, b étant positif. 
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3® L'équation tang z = ^ naque des racines réelles 

et rfe5 racines imaginaires de la forme z = Ç ^ — i -, elle 
n'a point de racines imaginaires dans lesquelles la partie 
réelle soit différente de zéro. 

Remarque. — Ce qui précède est tiré presque textuelle- 
ment du premier volume des anciens Exercices de Mathé- 
matiques de Gauchy. 



Problème n« 10. 

appliquer la formule de Leibnitz à la recherche de 
l' expression 

La formule de Leibnitz est 

ûf*.«p d'^v n du £/"~'p 

u 



dod^ *dûc^ I dx daf^^ 

nous ferons ici 
et nous trouverons 

^■=— ■-|(-"-(t)'"-"" 

-["-^'T-'-""-l 

On peut obtenir cette dérivée d'une autre façon; en efiet, 
en développant (i — xY par la formule du binôme, on 
trouve 

x»{i — ar)"=(— l)» X**— ^ar=t-«4. ^if-Hii x«»-« — . . . • 
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On a donc aussi 

U„=(— l)" 2«(2«— l)., .(/î -+-i)a:" 

(2/1 — Ol^'* — 2). . . /lar" ■•-h. . . U 

Comparons les expressions (i) et (2) de U„, et, en parti- 
culier, les coefficients de af* dans ces deux expressions, et 
nous trouverons 

= ( — l)"2/l(27l — l)...(« + l), 



d'où 



-œ 



(n H- i) (n -4- 2). . . 2/2 
1= ^^ — j 



2 

-h . . . -f- 

1 .2. . . /z 



ce qui est une formule connue pour l'expression de la 
soiume des carrés des coefficients du binôme. 



Problème n9 11. 
Proui^er que l'on a 



d"-' fx — cota\ _ Ff.r) 



(a:'-|-l)« 

OÙ F(x) est un polynôme de degré n*^ montrer^ que, quel 
que soit l* angle a. Inéquation F(a:)= o a toutes ses ra- 
cines réelles, et donner l'expression de ces racines. 

On a en effet, en faisant pour un instant cota = a, 



— I ï 



-f- fly/— I 1 

37rrJ 

T. — Bec. 



X — a iFi — a y] — i 
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et, en prenant les dérivées {n — i)**"^', 






1.2...(/l — ij é/x*-* 



Nous avons donc 

F(^):==^ ^-1.2.3...{/l — l) 

expression d'où les imaginaires doivent disparaître ^ faisons 

x=z cotô, 
et il viendra 

I r (i — «^ — i)(cos/i9 — y^— I sin/iO)l 
sin"© |^_t.^i4. ûv^ir7)(cos/iô 4-^^^sin/i9)j 

2 

= -: (cos/zO — asïnnB) 

2sin/tO, ^ ^ . 

= — ; — — - (cot/tO — cota j. 

Ainsi les racines de Téquation F{x) =o seront données 
par Téquation 

tang/iO = tanga; 

ces racines seront donc 



Xi 



a /a 7r\ fa n — i \ 

= tang-> x,=rtangl --h- )i'«M :r„=tang(--l v] 

n \n n j \n n f 
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Problème n* 12. 

Prouver que la fonction y de x définie par l'équation 

m 

(i) arc cos - = log f -7 j 

vérifie l'équation différentielle linéaire 

En difierentiant une première fois rëquation (i), on 

trouve 

oa bien 

Diâférentions de nouveau, et nous aurons 

d^y dy nj dy 

X -^ — ~~" — 



da? dx Jfii y> iLv 

OU, en tenant compte de l'équation (3), 

^^y ^y 

i^fférendons n fois à l'aide de la formule de Leibnitz, et il 
viendra 

611 réduisant, on tombe sur Téquation (2). 

a. 
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Problème n« 13. 



D'ouifer 


la 


: dériuée /i'*"*' dey ^=-€^. 


On a 






(0 




I 


b) 







On est conduit à poser 

Q„ étant un polynôme de la forme 

Il faut trouver la loi des coefficients ârj, a^^ . . . , a„-.|. 
Des deux équations (i) et (a)} je tire 

(5) ,.^ + ,. = 0. 

Je prends la dérivée /i'*'"' du premier membre de cette 
équation, en appliquant la formule de Leibnitz, et j'obtiens 

dans cette équation, je remplace ^^ » -~^ ? _^ respec- 
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dvement par 

valeurs tirées de la formule (3), et je trouve, en supprî- 
mant le facteur commun e', 

(6) Qn+i— (2«a: + i)Q„+n(/i — i)a:>Q,«,=ro; 

nous avons ainsi une relation entre les trois polynômes 
consécutifs Q„^i, Q„, Q„+i. 

Je difierentie la formule (3), ce qui me donne 






= (— lYe* I x-^ -^ — (2/i.r 4- l)ar-»«-*»Q„ I 



ou bien, en remplaçant J^^ par ( — i)'*'*"*x"''*^'Q„+,e', 

Comparant cette formule à la formule (6), on en conclut 
(7) '^^^n{n-i)q,^. 

Voilà encore une relation importante entre nos polynômes. 
Je différence les deux membres de la dernière équation, 
je trouve 



^'Q« 






dx^ ^ ' dx 

la formule (7), où Ton remplace n par n — i, donne 



dx 



= (/i — l)(/l — 2)Q,_„ 
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et, des deux dernières formules, on déduit 

Dans l'expression (6), je remplace n par n — i, ce qui 
me donne 

et, entre les équations (7), (8), (9), j'élimine Q„.t et Q„^,. 
Je suis ainsi conduit à l'équation 

^'^^ *'^-[i-^2(«-r)ar]-^-h/i(«-i)Q„ = o. 

Nous avons ainsi formé une équation diiférentielle li- 
néaire du second ordre à laquelle satisfait le polynôme Q». 
Il ne reste plus qu'à substituer l'expression (4) de Q„ dans 
cette équation, et, en égalant à zéro les coefficients des di- 
verses puissances de .r, on aura des relations propres à déter- 
miner les coefficients a^, ^i, . . . , a„.i. Le coefficient de x^ 
est, comme on s'en assure aisément, 

«/•[/^ (/^ — — 2/?(/i — i) -4- «(71 — i)] — (/? -f- 1)«^+, 

ou 

On aura donc 

a^,^ J^, «Pî 

en faisant successivement ;7==o,i,2,.,.,et remplaçant 
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Ao par I, on trouvera 

a, = — i i (/ï — 1 ) (/i — 2), 

1.2 ^ ' 

/ï(/i — 1)(« — 2), .. ., 5. 

û, = -^ i\ -' (« — i) /i — 2)(« — 3). 

1 .2.0 

Nous aurons donc 

X 

^"c' (— i)"jr «, , 

(„) |^ = b^4-^T(''-)' 

^i^{«-0(«-2)x'-*-...]. 

Problème n^ 14. 
Troui^er la dérivée /i'*"" rfe cp ( - | • 

Soient j^ = y ( - j , u = -; on trouve successivement 

g = l^"[ç(-)(ii) H- ^a:ç(«-0(«) 4. è,^y(-')(„) + . . .], 

les coefficients &|, &i,. • . étant indépendants de la fonc- 
tion f(u)*, faisons, pour déterminer ces coefficients, 9(u)=:e", 



1 
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X I 

et nous aurons, en supprimant e' dans les deux membres, 
comparant cette expression avec celle trouvée dans Texer- 

X 

cice précédent pour la dérivée /i""" de e*', nous voyons que 

h^zzz—Kn — i), èj==— i -in — I) (/i — :x),.... 

Nous avons donc, pour la formule cherchée, 



-'A- = ^-^"^"^(") ^ ^(.-0-?^"-«^(« 



4- 



) 
wf/i — i) 



I .2 



(/I— l)(/i — 2)jc»y(«-»)(«)-4-...T 



Problème n» 15. 

Trouver la dérwée n'*"" rfej^ = e"***. 
On trouve successivement 



(») 


r = «-*•; 


(^) 






ë=(4-'--)-N 




^X={ 8.r»-f 120:)^*' 
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et Ton est conduit à poser 

Ub étant un polynôme de la forme 

(4) U„=:(— 2ar)»-+-fljj:^'-f-Û4X»-<-f-. . ., 

â„a4,... désignant des coefficients qu'il s'agit de déter- 
miner. 
Des équations ( i ) et ( 2 ) on tire 

(5) g + 2^ = 0, 

et, en différentiant n fois et appliquant la formule de 

Leibnitz, 

, J_, 4- IX ~- -f- T.n- — V =0; 

dans cette expression, je remplace les dérivées d'ordres 
n-hi, 71, 71 — I respectivement par e~''U„+4 , e"'*U„, 
e~''U„_i, je supprime le facteur commun e~'', et je trouve 

(î) U,^., -4- 2a: U„ + 2 71 U„_i =: O. 

Voilà une relation simple entre trois polynômes consécu- 
tifs 5 je difierentie l'expression (3), ce qui me donne 



daf*' -'^ \dx *^7 



Je remplace dans cette équation ^^ par e^''U„+i, je sup- 
prime le facteur commun e~"*, et j'arrive à l'équation 

dJJn 



dx 



= U„+, -f- 2a: U„, 



a6 PHEMIEEV PARTIE. 

qui, en yerta de la relation (6), se réduit à 
(7) — = -a;iU,^.; 

j'en déduis par la différentiation 

mais la formule (7), quand on y remplace n par n — i, 
donne 



dx 



= — 2(/l--l)U«>„ 



et des deux dernières formules je conclus 

(^) ^r=4«(«_,)U^,. 

Dans la relation (6), en remplaçant n par n — i, je trouve 

(9) Up-H aorUn-, -4- 2 (/i — i)U.^, = o; 

éliminant U„.i et U„_t entre les équations (7)? (8), (9), il 
vient 

Voilà donc une équation linéaire du second ordre à la- 
quelle satisfait le polynôme U„. 

Il ne nous reste plus qu'à remplacer dans cette équation 
U„ par l'expression ('4)) en égalant à zéro les coefficients des 
diverses puissances de x^ nous aurons des équations propres 
à déterminer les coefficients a^ a4,. . . • On trouve que le 
coefficient de x"~*''~* est égal à 
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on a donc 

faisant successivement p = o^ i,q,..., nous aurons 

n(n — r «. 

1 2^ 

n{n — I f /i — - 2) (/i — 3) «i« 

1.2 2* 



L'expression à laquelle nous arrivons pour la dérivée ti'**"* 
de e"*' est donc 



I .2 



L équation * 

^_ , . HiFi — i), . 

U«=0 ou (2jf)" i ^ (2a:)»-' -4- . . . = 

a toutes ses racines réelles ; cela résulte très-simplement du 
théorème de RoUe. En eflfet, la fonction y = e"'* s'annule 
pour j: = — 00 et X = -f- Qo •, entre ces limites , elle est 
fonction continue de x ^ donc la dérivée s'annule au moins 
une fois quand x varie de — 00 à + 00 ^ soit a cette valeur 
dea: qui annule ladérivée àejr ou e~''Ui i elle annule donc 
Ui. Nous voyons que la dérivée s'annule pour a: = — 00 , 
a:= a, X = 4- 00 ^ entre ces limites, elle est fonction con- 
tinue de x^ donc sa dérivée ou e~'*U| s'annulera au moins 
pour deux valeurs ^ et 7 de x, ^ étant compris entre — 00' 
et a, 7 entre a et + 00 -, j3 et y sont donc les racines de l'é- 
quation Ut = o, qui est du second degré. On montrera de 
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même que la fonction C'Uj, s'annulant pour a: = — oo , 
ar = (3, j: = 7,cr = H-oo,sa dérivée e~'*Uj aura trois ra- 
cines d, 8, Ç comprises, i entre — oo et (3, e entre P et y, 
Ç entre y et -h oo ; Féquation Us = o, qui est du troisième 
degré, aura donc ses trois racines réelles. On arrivera ainsi 
à montrer que l'équation U„ = o a toutes ses racines réelles . 
Nous laisserons au lecteur le soin de prouver que les ra- 
cines de Téquation U„=: o sont comprises, en valeur abso- 



lue, entre -p et i / -^ • 

yiï V 2 

Les résultats précédents sont dus à M. Hermite. 

Problème n^ 16. 

Trouver la dérwée tî**'"* dej = f{x^)' 

Soient x' = M, jr =(p(m)- on trouve de proche en 
proche 

g=4;rV'(u)+2f(«), 



— ^ =(2a;)»ç(")(a)4-(2a:)— »ft,<p("-')(B)+(aa;)»-«*,^("-')(«)-1- . .., 

&1, £s) • • • 9 étant des coefficients indépendants de la nature 
de la fonction cp; nous les déterminerons en remplaçant dans 
l'équation précédente j^ par la fonction particulière e"''^ 
nous trouverons ainsi 



comparant cette expression avec l'expression (i*), on 
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voit que 

1 I .a 

et il en résulte la formule 

«f/i — i](n — 2)(n — 3), . , , ,., . 

-i 1^ L^ 1 (2.r)»-«y(«-»)(tt)-f-.... 



APPLICATIONS. 



l" 


Faisons 


d'où 




/W(« 


) (-•> 



ç(«)={i-.«rs 



(«)=.(_,>-(« +i)(«-^).-(« + ^-;>)(.-«rH 



et nous trouverons 



- . =1.3.5. ..{2/14- i)(— Jr)" VI— -07» 



|_ 1 .2.3 \ X J 



1.2.3.4*5 \ X ) *"J 



X 

! 

; ou, en changeant n en /i — i , 



nzfTi ^ , ,>«-. 1.3.5. ..(27g~i) 



t 

I 1*2.0 I 

Or, si Ton pose x = cos ^, Texpresâion entre parenthèses 
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devient 

- cos'^*ysinç — -^ '-^ i cos"~»f sm*y h- 

I I • 2 • d 

C'est l'expression de sin/if = sin(/z arecosx)^ on a donc 

£f»-'(i— jc»)'""» , . . 1.3.5. ..(2/1 — i) . , , 
^—L i = ( — I Y~ ^ sm [n zxQ, cos j: ) ; 

cette formule est due à Jacobi. 

2° Posons y (m) = > n=zTn — i , il viendra 






et la formule (11) donnera 

; 2_ :^ { — I .*-« 1.2. 3. ..(m — I) 



[(2.r)—' 
(l-f-x')' 



m — 2 (2j:)"^* 



I (n-a:»)«~« 
(m--3)fm-^4) (2^)"'-* _ n 

1.2 (I4-X»)'»-» "y 

posons X = tangf , et il viendra 

-— -5_-~(---i)'"-«i.2.3...(m--i)cos'''-^'if 

X (asinç)*"-' (2siny)"-"* 

+ (-^LulH^îi— il (asinç)—-. . .1. 

i • JS I 

3° Posons cp(M) = ? 71 1= m — i, et nous aurons 

... . 1.3. 5... (20 — i) , ,,~p-- 
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La formule (ii) donnera donc 

^/"arcsinjr ^ ^ , ... / jî X™ 



da?" 



=ri.3.5...(2/w — 3) (-j-rp) 

L ^ 2(2m — 3) \ X / J 

(m— i)(/w— 2)(m— 3)(m— 4) /^i--,r»Y 
2.4(2/w — 3)(2in — 5) \ X ) 



Problème no 17. 

Tromper la dérivée d'ordre n dey=^ arcsino:. 

Nous avons déjà donné une expression de cette dérivée 
en partant de la formule qui fait connaître la dérivée /i'*'"* 
de /(x*) \ nous en aurions une nouvelle en cherchant 

I —L — J. 

la dérivée {n — i)'*'"' de --== = (i — x) » ( i 4- x) = et 

appliquant la formule de Leibnitz. Cette formule se trouve 
dans les Exercices de M. Frenet, p. 84- 

Nous allons suivre une autre méthode, semblable à celle 

I 

employée dans le cas de e""-*^ et e'^ faisons 

Vi — X» 

et nous aurons 

rf"-*-' are sin jj d'^y 

Or on trouve successivement 

''^ 'dbc ^ 1' 
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rr: 


I -f- 2X* 


d'x 




gjr 


-i-6.r» 


du» 




(•- 


7 * 


d*r 




94- 72X»-t- 24 J»^* 


dx* 

• • • ■ 


• • • 


('-•^T 



on est conduit à poser 



(3) 



^^ (l-.r»)"*T 



Pn étant un polynôme de degré 71, pair ou impair, en même 
temps que tz, et dans lequel le coefficient de x" est i . 2 .3 . . .n ; 

ainsi ce coefficient est 6 = i . 2 . 3 dans ---- 9 il est 24 = i • a .3 . 4 

tLtr 

dans -^7 ' ^^ l'on démontre sans peine que, si on le suppose 



égala i.2.3...7{ dans -^ — » on le trouvera égal à 1.2. 3... (/i 4- 1) 

dans la dérivée suivante. 

Pour déterminer les autres coefficients de P„, nous allons 

« 

trouver une équation linéaire dont P„ est une solution, en 
opérant comme il suit : des équations (i) 'et (2) nous ti- 
rons 

dy 

nous différentions n fois cette équation à l'aide de la for- 
mule de Leibnitz, et nous trouvons 



— x^ n -, — ^ =0; 

da* daf-' 
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réduisant et remplaçant les dérivées par leurs valeurs tirées 
de Péquation (3), dans laquelle on remplace n par « -f- i , 
n Qtn — I , nous aurons 

(4) p^, — (2/1 + i)^p»— /iMi — j^'}P»-i = o- 

Je différcntie l'équation (3), ce qui me donne, en rem- 
plaçant immédiatement ^^^ par ^^ — ^ » 



P;h-.— (2/î-hl)^P„ ^/P 






I — .r" r/x 

ou bien, en tenant compte de la relation (4)^ 

(5) § = '"P^.- 

De cette dernière équation je tire 

r/»P„ ^P„_, 
-- — = /i' • 

«.r* clar 

Or l'équation (5), quand on y change tz en n — 1 , donne 



^r 



= (/!— i)'P«.,; 



nous concluons de là que 

entre les équations (4), (5) et (6), nous éliminons P„.i et 
Pn-t7 et nous trouvons 

(7) (,-.^)^" + (,«-, )..^_„.p. = o. 

Voilà une équation différentielle linéaire qui va nous servir 

T.— Ree, 3 
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â déterminer les coefficients du polynôme P„. Posons 

P„ = A, x« -f- A, A-»-» -*- Aj a:»-* -f- 

Substituons cette expression dans Tcquation (7), égalons a 
zéro les coefficients des diverses puissances de x, et nous 
aurons les relations suivantes : 

— 2* A, -f- /i (« — i) Aft = o, 

— 4*-^-''+" ('*•" ^) {'^ — 3)A,=:o, 



d'où Ton tire 



1.2 2 

/ z(/? — i) (w — 2) (/? — 3) I «3 

A j — k # 7 A07 

r .2.0.4 ^*4 



Nous aurons donc, en remplaçant Ao par sa valeur, 
I ci"-*' arcsin.r 



I.2.../2 dx^' 

= ^ r^ , ^(^--»^ '^>-, I /i(//-i)(/i-2)(/i~3) 1^3 ^_, 

(,— x'/'"*^'- ' ''^ ^ 1.2.3.4 2.4 

_^ ,!(;,_ ,) (;,-a) (/I-3) (/^--4) (^^-5) 1-3.5 ^._.^^ 
1.2.3.4*5.6 2.4.6 

Dans la formule 

I 



€l 






<:hangeons x en j: \[—i\ nous en déduirons 



d._j 



^1 -f- Jr^ _ 



B-*"!r 



(H-j^apl 
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al nous aurons cette expression du polynôme Q„ 

On 'ï ('« — I 

^ 1.2. . .« I .a 2 

^ „(„-^ ,)(„_a )(/t--3) 1.3 „_, 
1 .2 3.4 '^-4 

L'équation Q„ = o a toutes ses racines réelles ^ ou le dé- 
montre à l'aide du théorème de Rolle, comme on l'a fait 
pour l'équation U„ = o, à propos de la dérivée /i'*"*' de e"'\ 

En effet la fonction % qui s'annule pour x= — oo 

et X = -h 00 , reste finie et continue dans tout cet intervalle ; 
donc sa dérivée ou — ^ — j s'annule pour une valeur x:^<x 

comprise entre — oo et -H oo ^ a est la racine unique de 
l'équation Qj = o. L'expression — — — ^ s'annulant pour 

x = — 00, a::=a, x=-r-oo, et restant iinie et continue, 
sa dérivée s'annule au moins pour deux valeurs |3 et y de x, 
j3 étant compris entre — oo et a, 7 entre a et -f- 00 5 cette 

dérivée est d'ailleurs — j\ donc l'équation Qj = o, qui 

est du second degré, a ses deux racines réelles, |3 et 7; eu 
continuant ainsi de proche en proche, on arrive à démon- 
trer que l'équation Q„ = o a toutes ses racines réelles. 
Nous allons, pour terminer ce sujet, donner, d'après 

M* Hermite, un dernier moyen pour arriver à la dérivée 
.. 1 I ,1 



\/l — ar' Vl-f-.r* 

Considérons l'intégrale définie 



3 



1 
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dans laquelle a > i , et oii, par conséquent, rëlémcnt dîffë- 
renlîel n'est jamais infini, excepté aux limites. Pour ob- 
tenir la valeur de cette intégrale, nous emploierons la sub- 
stitution 



I -f- /7COS0 

XZ=Z ; 1, 

a + cosy 



d'où Ton déduit 



.«m« 



V I — x*= yja} — I î 9 



rt»— I 



a — a: = 4- ■» 

a -I- cosç 

, , . siu®</© 

' («-4-cos^)*' 

rfQ est négatif; pour j: = — i , nous prendrons o = r, et 
pour X = -h I , cj> = o, notre intégrale deviendra 



^ =-4- -=-^ 



nous avons donc 

■ ^^Z f ■ — • 

^/fl'— I J_, (rt — .r)v^l — ;»;» 

Nous allons différentier relativement à a; nous pourrons 
le faire sous le signe f^ puisque l'élément différentiel reste 
fini ; nous obtiendrons ainsi 

■ * - ■ ■ ^^z I _ 1 

I.2.3...W ^/fl" J_, (fl_ j:)lt-l-l^,_.,;» 

l'intégrale du second membre, quand on met au lieu de a: 
sa valeur en fonction de f , devient 



— i — i- / (« -hcos^)"^/^; 
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nous aurons donc 
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\la^ — I 



1 . 2 . 3 . . . /i (la* 



Or, par la formule du bînôuie, 






n nln — . . 

(a •+- cos«)"= «■ H «"-' cos© H ^ «"~* cos'ç 

^' I ' 1.2 ^ 



et Ton a, du reste, 



f COS'yay = — ir, 

Jf*it 
COS'ç<fy=rO, 
O 

I cos^oa» 3= 7 ir, 

Jo 2.4 



il viendra donc 



^/« 



y/a^ 



1 . 2 . . . . /I <f û" 



(— i)" r n(n— i) I 

(a'-irirL ï-a 2 



^^(^ — ')(^--^-)(^ — 3) 1.3 ^^^ 

1.2.3.4 ^'4 



On en conclut, en divisant les deux membres par y] — 1 , 



l'expression de — ^-i - — et celle de — ^, 9 en chan- 



géant a en a^ — 1. 



38 PKEMIÊRE PAKTIB. 

Problème n* 18. 

Troux^er la dérwée /i**'"* rfej^ = ç(e'). 

Posons u^^ff^ et nous trouverons successivement 



dx 



(») 



Pour déterminer les coefficients qui sont indépendants de la 
nature de la fonction 9, je ferai (f[u)z=z u*= e'*^ l'équa- 
tion (i) deviendra, après la suppression du facteur com- 
mun e'% 

z{z — zlz — \){z — 2) 

(2) z" = 3-f-«j -{-a^— '-^ ^-^.. . ; 

1.2 I .2.3 

dans cette équation, je fais successivement z z=z 2.3» . ., 
ce qui me donne 

2"= 2 -h fl„ 

3"=:3-f-3«,-4-«3, 

4"= 4"+* 2.3a,-*- 4^8 ■*' ^4» 



• » 



et j en tire 

«,= 2"— I",. 

ur3=3"— 3.2"-l- 3.i«, 

«4 = 4"— 4.4"-+- 6.2"— 4.1", 

«» = 5"— 5.4"-i-io.3"— io.2"-h 5,1% 
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on a généralement 

m , mtm — i) . . 

««= m" [m — iy*H [m — 2)" — . . . . 

On saura ainsi trouver la dérivée /i**"** d'une fonction de 
sinx et cosx, en remplaçant sinj^et cosot^ respectivement 

par et • 5i, par exemple, on 

veut trouver la dérivée n**'"' de tangx, on aura 

taDga?= — — T= zr. — == = — ^ 

ou bien, en faisant 



il viendra 



^ — I tangx 



X=:: 2a: v^ — i. 



e^ — I 2 



I , 



e^-{-i f^-t-i^ 



comme 



il viendra 



r/X = 2 y—-! ^•»^, 



rf.-i 



.X 






Problème n^ 19. 



Trouver la dérwée /i'*'"'' rfe j^=/log(a:). 

Je vais faire un changement de variable en posant 

logjr =r Uy 
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cl*où je tîre 

X = c", fiLr = eFdu* 

J'aurai successivement 



dx du 




d^Y d ( dY\ . d'^Y 


du 


d^Y d ( ^ d*r , ^r\ 

rfor^ du\ du^ du) 




' du* ^"^ du' ^ ""^ 


, dY 
du 



On peut écrire symboliquement 



<^Z*r dj (dy \ 

--^ = e-»« -r- -f II» 

r/.ir* du \du I 

x^ du \du ) \du / 



d 
dx^ 



' 9 • • • • 



en convenant, une fois les multiplications laites, de rem- 

1 idY\' Idjy d'Y d^Y 

Nous sommes donc conduits à poser 

<■' ë=-i(i-)(i-')-[i-'— ']• 

Je dis que cette formule est générale ; je vais prouver 
que, si elle est vraie pour la /i**"**^ dérivée, elle Test aussi 
pour la (/7 -h i)'**"'. En ell'et, posons 

d'^Y 
dj^ 
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et nous aurons 






— /lU^ 



Former -7—» dans notre notation symbolique, c'est, mul- 
tiplier U par -~; nous aurons donc symboliquement 



du 



r/x"+« 



^zc-C""*-')" 



"(I-") 



=--l(r:-)-(^-')' 

ce qui démontre la généralité de la formule (i). Définissons 
les coefficients Ai, Ag, • . • , A„.| par la formule 

( (z-l)(3-2)...[3-.(/l~l)] 

remplaçons dans Texpression (i) e""" par a:"", et nous 
aurons 

D'après la formule (2), on voit que A| est la somme des 
« — 1 premiers nombres: Aj est la somme des produits de 
CCS nombres deux à deux, etc. 



Problème n« 20. 



Montrer que la fonction zi=: ^x' -hj'*-f- s* vérifie 
V équation 

fl*u d*u ' d*u d^u d^u d*u 
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On trouve aisément 



d^u 






r'-+-2» 




dx^ 


(X- 


>f-J>4-3' 


3* 

'Y 


d'u 






z«-4-:p* 




dy^ 




(.r» 


-4-J»-h2' 


3' 

/ 


d^u 






.r»-f.7^ 





^3' , vT 

et Ton en conclut 

d^u d^u d'^u 2 



('•) 



dx^ djr* dz^ ^/.^^.^i^^t 

On trouve maintenant 



k2 



doù 



rf'p 23* — X* — J^* 



rf'i» d*v d^v 
dx^ dy^ dz^ 



mais, en se reportant à la définition (i) de ^, on trouve que 
d^v d^i> d^v , , , 

;^ -^ ^ -^ 5? ««^ «gai « 

d'^u d*u d^u d^u d^u d*u 

■+• 2 . , . , H- 2 . . . . -+- 2 



rf?:* dj* dz* dy^dz" dz^dx^ dx^dy^'' 

donc cette dernière expression est nulle identiquement. 
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Problème n« 2i. 

Que dexfient l'équation 
,€/'V d^Y rf'V d^\ d^\ d^\ 

(juand on remplace les variables indépendantes x, j^ z 
par les nouifelles variables X, Y, Z, liées aux premières 
par les relations x = YZ, y = ZX, z = XY ? 

On a les formules 

dV _ cTV dy_ 

dlL dy dz 

dy _^ d\ dY 

dY -^d^ '^^d^' 

— =:Y -X^X--, 
dZ dx dy 

d^\ ^d'Y d'Y ^^ d^y^, 
— - =: Z* h 2 YZ H Y^ 

e/X* djr^ dy dz dz^ 

d^Y ^ d'Y d'Y „^ d'Y „ 

-1^ = ^^-J-^ -+-^3-T^ ZX -f- -r--- Z», 
r/Y' rfz' dzdx dx' 

d'Y d'Y d'Y d'Y 

3^ = Y^Tr7-^2T-3-XY-f-^-4x^ 

dZ' dx' dxdy dy' 

Mullipliant les trois dernières équations par X', Y', Z*, 
tenant compte des relations entre or, y^ z et X, Y, Z, nous 
trouvons 

/ d'Y d'Y d'Y d'Y, d'Y d'Y\ 

X-d^^^d^'-^'i^'^^'dydz'^''''^^^^^ 

="^"^x^-^^;nn-^^Vz-^=^' 
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Problème ii<» 22. 

^/jy ^/ly ^/ay 
^ae devaient V expression -—■ -H -y-^ -I- -—- quand on 

ttJC ^*Jf llZt 

remplace les x*43a*iables indépendantes x^ j^ 5, considérées 
comme étant les coordonnées rectangulaires d'un point 
quelconque, par les noui^elles variables x\ j', z\ coor^ 
données du même point par rapport à de noui^eaux axes 
rectangulaires, ajant même origine que les premiers? 

Soient 











.r' = 


: ax 


H- by 


-^cz. 










• 


: a'x 


+ b'y 


-+-c'z. 










7,' — 


: a"x 


■^l'-'y 


-hc^z. 


on trouve 














d\ 

tl.T. 


= a 


dV 
dx.' 


-h 


,dV 


* 


,d\ 
dz'' 




dV 


= b 


dV 
dx' 


•4- 


dy' 


-^u 






dz 


— c 


d\ 


-+- 




„dV 

^^ d?' 




~dx^ 


— a' 


d*\ 

dx'^ 


-H 




r 
1 


„,d'\ 

" -7-r- 
dz'' 


r 



, „ d'\ „ r/'V , d^\ 

4-2rta' --,- -;H- 2a''a-— — , -k- 7.aa , ,, , j 
df dz dzd.r. dxdj 



d^y . d^S ,. ^'V ,« r/'V 



— =: h' — r H- *" -TT- 
dv'' d.t^^ dr'^ 



b"^ 



ff dz'^ 

dy'dz' dzdx' dx'fiy' 



dz^ - *" rfr" ^ " rfr" '/=" 



-*-^^'^ dydl' -^ ^^ ' d^fdi' ^ '''' dTdP 
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En faisant la somme et tenant compte des relations con* 
nues entre les neuf cosinus, on trouve 

•. ' * * ^"^ lit • V §t I 



dx^ dy'^ dz" dx'-" dy'^ dz'^ 

Problème n^ 23. 

Développer en série arcsinx, par la formule de Mac- 
laurin. 

Partons de la formule établie page 3i, savoir : 



dx 



ï/n-*-l 



(•) -: 



1 .2.3. . .2/» r . 



ixmiim — i) I „ 

1.2 2 

im{im — i)(2/n — 2J(2/72 — 3) 

I .2.3.4 

2.4 



Faisant jc = o, nous aurons 



/r/^'"-^-' arcsinj?\ i.3.5...(2m — i) i 

7) \ d^^' /,=o^ 2.4.6... 



i.2...(2m-f-i) \ dx^-^^ /,_.o 2.4.6... 2w 2/w-m' 
et par suite 

X I .r* 1 . 3 X* 

arcsino: =: — | jr -^ 7 -^ 4- . . . 

I 2 2.4 5 

i.3.5...(2«— 3) X'"-' 



2.4-6. ..(2/1 — 2) 2/2 — I 

eu choisissant la seconde forme du reste 



R 



în-i-H 



1.2.0. «.S/Z 
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Remplaçant y ^•"+*^(6x) par sa valeur déduite de Téqua- 
tion (i), il viendra 

2/i(a/i — i) (2/1 — a) (2/1 — 3) 



I .2.3.4 

T. 3 

2.4 



X-^(Ôx)*«-^ -+-... 1 



Nous bornant aux valeurs positives de x, nous allons 
montrer que ^tn^i tend vers zéro, lorsque n tend vers 
l'infini, quand on a o <^ j:<^ i . 

En etlët la parenthèse de la dernière formule est plus 
petite que 

2/1(2/1 — i) (2/1— 2) (2/1 — 3) ,^ ,, , 

^- ..a. 3.4 ^(0-)-'+.... 



laquelle expression est égale à - [(i-f- 6j:)'"-+- (1 — Ôx)*"] ; 
on aura donc 



R..«.^.< -^ ^-^ — t[(i h- ôx)'"h- (i - ôx)»»], 

ou bien 



I — 
Or on a toujours au plus égal à i , et il en est de 



même 
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ême de r— si x est plus petit que i \ donc 



^3M-f-l j.tn-¥\ 



donc 



pour n infini . 
La formule 



VI — 6^j:* ^ï — j:r^ 



lim R,„+, = o 



.T \ or* I .3 -r* 



arcsm j: =z — i — ^ h j —-+-... 

I 2 3 2.4 5 

est ainsi démontrée pour les valeurs de x comprises entre 
— I et -4- I î elle subsiste encore pour a? == -h i et pour 
x=: — I, parce que, dans ces deux cas, la série du second 
membre reste convergente, et fonction continue de x. 

Problème n^ 24. 

Etudier les variatiojis du rapport de la somme des 
aires des cercles tangents aux côtés d'un triangle à l'aire 
du cercle circonscrit au même triangle, 

SoicQt /•, /'a, r^, /'c les rayons des cercles tangents, R le 
rayon du cercle circonscrit ; on a 

A B C , , G 

'■a=/>tang-j ri=:ptàng-n /e=/?tang-i /==(/? — cjtang-* 

2 ^« 2 ^ 



Des formules 



a b c ^ 



sinA sinB sinC 
on Gonclut 

^ a -i- b -^ c a -h b — c 

sinA "h sinB -+- sinC sînA + sinB — sinC 



48 PREMIERE PARTIE. 

OU bien 



4R = 



A B C , A . B C 

cos — cos — cos— sm — srn — cos - 

2 2 2 2 2 2 



et il en résulte 



,_ . A B C 

ra = 4B sm — cos — cos - , 

2 2 2 

/« A . B c 

' rA= 4Rcos— sin — cos -> 

2 2 2 

r. = 4R cos — cos - sm - » 

^ 2 2 2 

VT^ • A . B . c 

r = 4R sin — sin - sin - • 

2 2 2 

Si donc on désigne par V le rapport — — = , 

on aura 

' xr • ,A B C A . B C 

--T V = sm' — cos* — cos* — h cos' — sm' - cos' — 
16 222 222 

.A B.,C .A.,B.C 

4- cos' — cos' — sin* — h sm* — sin* — sm' - • 
222 222 

En remplaçant les sîn et cos des demi-angles par leurs 
valeurs en fonction de« cos des angles, et réduisant, on 
trouve 

rj V = I — cos A cos B cosC, 
o 

ou bien 

(1) -7V= I -+- cosAcosBcos(A -i-B). 

Telle est la fonction de deux variables indépendantes qu'il 
s'agit d'étudier; je forme le tableau des dérivées du pre- 
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mier et du second ordre : 

rr —- =-— cosBsin(2A -4- Bj, 

a A 

-— = — cosAsm(2B -f- A), 

[2] < û ^TÂT ^^ — 2COsBcos(2A -f- B), 

1 d^Y 
SdÂdB=^ cos(2A+2B), 

ô'-p^ = — 2cosAcos(2B -f- A). 

Je pose les équations — - = o, — = o, ou bien 

cosBsiQ(2A+ B)=:o, 
cosAsin( A-f-2B) = o. 

Les hypothèses 



TT 



œsB=o et cosA = o, ou A=:B = -? 

2 

7** 

cosB = o et sin( A-f-2B) = o, ou A = o, B=:-9 

2 

TT 

cosA=:o et sinf2A-f- B)=o, ou A = -ï B = o 

^ 2 

sont inadmissibles; il reste seulement 

sin(2A-i- B) = o et sin(A -f- 2B) = o. 

On doit donc avoir 

2A-f-B-=ir et A-4-2B = 7r, 
ou 

2Ah-B = o et A-f-2B = o, 
ou 

2A-4-B = 7r et A -f- 28 = 27:. 

T. - Rec. 4 
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Les premières de ces conditions donnent 
le triangle est donc équilatéral^ les dernières conduisent à 

A = G, B := O, C = TT, 

A ==: o, B = nj C n= o, 

c'est-à-dire que le triangle a ses trois côtés en ligne droite. 
Nous pouvons nous borner à ces deux résultats 

(3) A = B=rC = ^, 

(4) A = 0, B = 0, C=:7r. 

Cherchons si chacun d'eux répond à un maximum^ ou 
un minimum de V. Pour les valeurs (3) de A, B, C, on a 

i.l!y— 1 d^y _i I d*y _ 
on a donc 

d'Y^ l d^y \2 rf'v d^y 



dh? 



^^' [dÂdB) '^IT^dW^ ^"^^ 



Nous avons donc un minimum ^ ainsi le rapport V est mi- 
nimum quand le triangle est équilatéral, et alors sa valeur 
est y. 

Pour les valeurs (4) de A et B, on a 

Sd]J~'~^' SdÂdB'^'^^' 85F"~~^' 

d^y [ d^y \2 d^y d^y 

Les conditions — < o. (^^^-^ j _ _ __ < o se trou- 
vent remplies ^ on a un maximum. Donc le maximum du 
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» 

rapport V a lieu quand les troîs côtés du triangle se trou- 
vent couchés sur la même droite, et il est égal à i6. 

On peut remarquer que, pour un triangle rectangle 
quelconque, V = 8. 

Problème n« 25. 

Etudier les ^uaHations du rapport de la somme des cir 
conférences tangentes aux côtés d*un triangle à la cir- 
conférence circonscrite au même triangle, 

boit U le rapport ; on aura 

. A B C . A . B C 

U = sm — cos — ces — h cos — sin — ces — 

2 2 9. 2 2 2 

A B . C . A . B . C 

4- cos — COS - sm — h sm — sm — sm - • 

2 2 2 2 2 2 

Par des transformations faciles, on trouve 



ou bien 



I T., . A . B . C 

- U = I H- 2 sm — sm - sm - 

4 2 2 2 

ï •, . A . B A -h B 

-T U = I -I- 2 sm - sm - cos 

4 2 2 2 



C'est là la fonction des deux variables A et B, dont il s'agît 
d'étudier les variations. Formons le tableau des dérivées 

T ^U . B 2A H- B 

y -JT = sin-cos , 

4 «A 2 2 

I <^U .A A-t-2B 

7-7^ =. sm-cos , 

4 «B 2 2 

I d^V . B . 2A4-B 

7 -j-j = — sm - sm , 

4 «A^ 2 2 

I d'V i 

-^dJ^dB^ -cos(A4-B), 

I ^'U . A . A-h2B 

=: — sin — sm . 



4 dh 



2 



4. 
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Posons les équations -r— = o, -— ■ = o, c'cst-à-dîre 



ou encore 



c'est-à-dire 



. B 2AH-B 

sin — cos =z Oj 

9, 2 

. A A4-2B 

sm — cos = o, 

2 2 



sin (A -h B) = sin^, 
sin(A-t- B) = sinB, 

sin A = sinB = sinC. 



Ces équations exigent qUe les trois angles A, B, C soient 
égaux entre eux ou que deux d'entre eux soient nuls, le 
troisième étant égal à ?r^ nous n*aurons d«nc à considérer 
que les deux cas suivants : 



TT 



(1) A = B = ^, 

(2) A = Bz=o. 

Dans le premier cas, les valeurs des dérivées secondes 

7 377 = ' 7 7A yi> = — 7» 7 "mIT = vérifient les 

4 ^A* !i ^ dAdB 4 4 '^^ ^ 

j. . d'V ^ l d'\] Y d'U d'il ^ ^ 

conditions ~- < o et [^j^^J _ _ _ < o. On a 

donc un maximum. Ainsi le rapport U est le plus grand 
possible quand le triangle est équilatéral, et alors sa valeur 
est 5. 

Passons à riiypotlièse (2); on trouve 

4 JÂT "" ^' 4 dÂ7ÏB '^ 1' 4 ^B' "■ ^' 

de telle sorte que, si h et h désignent les accroissemeats 
de A et B, la variation de U sera de même signe que 
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hh = 2 7^/^. Elle pourra donc être à volonté positive 

ou négative^ par conséquent il n'y a ni maximum ni mi- 
nimum. 

Toutefois il est à remarquer que les angles A et B du 
triangle ne peuvent pas être négatifs*, donc h et h sont 

toujours positifs, et le terme hk tt—t^ est toujours positif; 

donc, en prenant A= o et B = o, on a un minimum relatif. 

Résumons le résultat de cette question et de la précé- 
dente : 

La somme des surfaces des cercles tangents aux côtés 
d'un triangle est toujours plus grande que 7 fois la surface 
du cercle circonscrit, et moindre que ^6 fois cette surface. 

La somme des circonférences tangentes aux côtés d'un 
triangle est toujours plus grande que 4 fois la circonférence 
circonscrite, et moindre que 5 fois cette circonférence. 

Problème n» 26. 

Rechercher le maximum et le minimum, de la fonction 
U=(ûCosa H- b cosp-h ccpsy)'-!- (asina. -f- ^sin^ -f- csiny)*, 

dans laquelle a^b^c désignent des nombres positifs don- 
nés, et a, p, y des angles variables. 

Nous écrirons 
D=:a'-h62-i-c^-4-2^ccos(p — 7)-+-2crtCos(7— a)4-2ûècos(a — p), 

et, en posant (3 — y = x, y — a = j^, il en résultera 

fi — a = .ï^ -f-r» 
(i) U = «■' 4- ^^ -r c» 4- 2,\ahc\ 

en faisant encore 

, X ^, cosa: cosr cos(a:-+-r) 

a b e 
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nous sommes ainsi conduits à chercher le maximum et le 
minimum de V, fonction de deux variables indépendantes. 
Formons le tableau des dérivées du premier et du second 
ordre 

r/V sin.r sin(ar-i-j) 

dx a c 

d\ ûny sin (^ -}- j ) 



(3) 



(Ijr b c 

d^Y cos.r cos(jî-h^) 

d.T:^ a c 

d^\ cos(jn^X) 

d:r djr c 

d^y COSJ COs(.r-hj) 



. , . dY dY ^ 

ies équations -— = o, -— - = o seront 

a.T , dy 

sin or sinf.rH- r) 

1 ^ == o, 

sxnj^ sm(«-+-7) 

■ " _ ■ ~r~ ———————— ___ Q, 



Cherchons les solutions des équations (4)9 on aperçoit 
de suite les suivantes : 



X 0, 


r — 0, 


X — 0, 


J — TT, 


X TT, 


y = o. 


X TT, 


jr^r:. 



Nous n'avons pas à nous occuper des solutions dans les- 
quelles X ou j est supérieur à 2 7r, puisque la fonction V 
ne change pas quand on remplace x el y par 27r4- j: et 
ar H-r. 

Trouvons les autres solutions des équations (4); lapre- 
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miére de ces équations peut s'écrire 

{c -\- a cosjr) sina: -f- a siny cos^r = o 

ou bien 

sinx cos^ 



— a smjr c -h a cos^ 

et, par des combinaisons faciles, en ayant égard à la 
deuxième équation (4)? on formera cette suite de rapports 

égaux 

sioj? cos^r 



— a smjr c -h a cosjr 

* -mi sm(^+j) I 

On déduit de là 

6* = a' -f- c' -f- 2^^c cos^, 

a' 
— cos^ = — 



nac 



Pour que cette valeur de cosj^ soit admissible, il faut 
que, avec les trois longueurs a, 4, c comme côtés, on puisse 
former un triangle. Soient A, B, C les angles de ce triangle^ 
nous aurons 

y = Tr — B ou j = ff-HB. 

Prenons d'abord j^=7r — B; nous aurons, par les for- 
mules (5), 



sinx cosx 



— asinB c — acosB b 

sina:= - smB=: smA; 
o 

donc 

JC m A ou X = TT — A. 



T» 
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cosor 



On ne peut pas avoir x = A , car le rapport 



c — a cos B 



ces A 



deviendrait ou -9 à cause de c = a cosB -4- h cos A , 

c — acosB b 

et ce rapport doit être égal à — j; nous avons donc 

j: = ir — A7retj^= — B. Avec r = '^ H- B, on trouvera 
qu'il faut prendre x = 7rH-B^ nous avons donc, en ré- 
sumé, les six solutions suivantes : 



I« 


xz=io 




et 


r = o, 


2*» 


.T, 




et 


r = 7r. 


3» 


.T TT 




et 


r — 01 


40 


X TT 




et 


r — ^» 


5« 


j:— :7r — 


A 


et 


r ÎT — B, 


6» 


^ ir-h 


A 


et 


r wH-B. 



Voyons si ces solutions répondent à des maxima ou à des 
minima de la fonction V. 

I ° La première solution donne 

r/^V I I d-^y I rPV ï I 

ûfx' « c* dxdy c dy* b c 

elle donne donc Heu aux inégalités 



^ / d^y y ^^v d'\ _ / 1 j^ -L\ <^ 



d^y 
"d. 



^ , . . III 

On a donc un maximum; ce maximum est — H t H — ' et 

' abc 

la valeur correspondante de TJ est 

<z'H- ^*-h f'+ 7.bc -\- 7.ca -t- 2abz=z {a -^ b -^ c)*. 

2^ La seconde solution nous fournit les valeurs suivantes 
des dérivées secondes : 

d^y __ I I d^y _i j'V_ £ 2_ 

^/x' il c dxdy c dy^ b c 
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On trouve 

\d.T.dy) dx^ dj^ '^ ahc^^'^ ^'' 

Cette quantité sera négative si a est plus grand que h^c^ 

et, comme -=-^ = j cette expression sera positive ^ nous 

aurons donc un minimum. Il n'y aurait ni maximum ni 
minimum si a était plus petit que £ + c; le minimum de V 

est 9 et celui de U 

abc 

a'-H ^*-f- c*-h ibc — ica — 7.ab z=i(a — b — c)^, 

3^ Un calcul analogue au précédent montre que, en sup- 
posant b^a-hCj nous aurons un minimum^ la valeur 
minima de U sera (i — a — c)' . 

4° Si c >• a + i^ on aura un minimum \ U sera égal à 
(c-a — i)*. 

5° x = r: — A^ j = 7: — B; nous trouverons 

d^y cosA cosC h 

daP' a c ac 

fl^y cosC 



dxdy c 

d^y cosB cosC a 

dy^ b c bc 

I d^y y d^y r/^V ___ i cos»C __ _ siu^C 
\dxdfl dx* dy^ c* c' d 

d^y , b 

Cette quantité est négative, et -^-^ ? étant égal à — 5 est po- 
sitif^ nous avons donc un minimum. La valeur correspon- 

1 ^ ,1 w,. /cosA cosB cosC\ ,, , ^^ 

dante de V est — 1 r h ) et celle de U 

\ a c ) 

«'4- è*H- & — a^ccosA — 2cacosB — 2«6cosC = o. 
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6^ X = TT -h A, j^ == ir -4- B. Les valeurs des dérivées 
secondes sont les mêmes que dans le cas précédent ; nous 
aurons donc encore un minimum ^ la valeur de U est encore 
zéro ; maïs il faut remarquer que les deux dernières solu- 
tions n'existent que si aucun des côtés ne surpasse la somme 
des deux autres. Nous ferons, pour résumer la discussion, 
le tableau suivant : 



û, bfC 


quelconques, 


j: = o. 




^=0, 




maximum, 


V=.(a-H*— c)*; 


a>b-{-c 


» 


X=.Of 




r=ir, 




minimum, 


V=(a-*— c)'; 


b'^ c -r-a 


» 


x=7r, 




r=o, 




» 


V==(*-a-c)'; 


c^a-i-b 


N 


JC = Tt, 




r = :r, 




M 


V=(c — a— *)*; 


a<ib-h-c \ 
b<CC'i~a > 




X='!t—\, 

x=w-+-A, 




B, 
B, 


•> 

» 


V=0; 
V=0; 



Le problème précédent a une signification géométrique 
très-simple^ soit la figure OABC {Jig- 4)? dans laquelle 




OA = fl, AB = i, BC = c, les côtés faisant avec Ox les 
angles a, |3, y; les coordonnées du point C sont 



a ces a -h b CCS p -h c cosy, 
« sin a 4- ^ sin p -f- c sin 7, 



et Ton a par suite 



U = 00. 
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Ce qu'on demandait, c'était donc de trouver le maximum 
ou le minimum de la droite OC qui ferme le polygone, 
lorsque les côtés OA, AB, BC tournent de toutes les façons 
possibles autour des points O, A, B, G, comme charnières. 
On voit de suite que le maximum de OC a lieu quand les 
trois côtés sont en ligne droite {fig^ 5), et dans ce cas 

Fig. 5. 



C B' A 

OC = a -f- i -h c. De même, en formant, quand c'est pos- 
sible, un triangle avec les droites OA, AB, BC,^n a 

OC = o, 

et c'est évidemment le minimum de OC ou de U. 

Les minima qui n'ont lieu que si un côté est plus grand 
que la somme des deux autres correspondent au cas où les 
points OABC sont en ligne droite, dans l'ordre O, C, B', A ; 
alors OC'= OA— AB'— B'C'= a — b — c. 



Problème n» 27. 

Le lieu des points M tels que la somme des longueurs 
de deux normales MN, MN', menées à une même courbe 
ou à deux courbes données, soit constante, a pour tan- 
gente la bissectrice de l'angle des deux normales. 

Soient a, (3 les coordonnées du point M^ ^'i X^ ^'-ij* 
celles des points N et N^ MN = /, MN'= /; on doit avoir 

l-^- Vz=z const., 
d'où 

(i) dl-T-dV = o. 
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Or 



^^ -- (« - ^)^^ -^ (P — .r)^P f« — -^j^ -^ (P — /) dx 

l l ' 

et, la droite MN étant normale au lieu du point N, on a 

(a — x)dx + ( p — j) r// = o; 

il reste donc seulement 

di = (« — -^l^^-^fp—rj^P , 

Soit cj) Tangle que fait la direction MN avec Taxe des x\ 
on a 

.r — a J^ — P 

— - — = cosf, — -— t- = smç. 

Donc 

^/=: — (cosyc?a -|-siny^p); 

de même 

dl'=z — (ces ç Va -h sin»'é/p), 

et l'équation (i) devient 

(cosç -4r.co8^')rfa -4- (sin(p 4- sin/)rfp = o, 



d*où • 



| = tang(9oo+'-±i:) 



ï 



ce qui montre que la tangente au lieu du point M est la 
bissectrice de Tun des angles formés par les normales ]MN 

et MN'. 
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Problème n« 28. 

Soient Mo M Varc d'une courbe, compté à partir d'un 
point fixe M© jusqu'à un point quelconque M, G /e centre 
de gravité de Varc Mo M supposé homogène; on demande 
de trouver la tangente de la courbe lieu du point G. 

Soient x gIj les coordonnées du point M, Tôrigine étant 
en Mo, s la longueur de Tare M© M, ^ et y) les coordonnées 
du point G ^ on a les formules connues 



xds^ sn=: j ydsx 
o t/o 



Oïl en déduit, en différentiant, 

,v---=x — Ç, 5-_=j — y,, dou -- = -. 

as as rt I X — Ç 

Donc la tangente cliercliée est la droite GM. 

Problème n» 29. 

Trouver le lieu géométrique du sommet d'un angle 
constant circonscrit a une cjcloïde. 

Je prends les équations de la cycloïde sous la . forme 
x=:a(ç — sinç), j)^ = acoscp. Soient cp et (f* les valeurs de 
la variable auxiliaire qui répondent aux points M et M' de 
contact de la cycloïde avec les côtés de T angle circonscrit; 
soit cet angle égal à a, l'angle 4^ la tangente en M avec 

l'axe des a: est -, Fangle de la tangente en M' avec Ox 



et -1 — Ï-' nous aurons donc 

2 2 ' 
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m' -4- « 

Nous poserons ^ = -■ » et nous déduirons de là 

y'^ip-l-a, 7 = 4; — a; 

l'équation de la tangente à la cycloïde au point M est 

ces- 

y — a[i — cosç) = (x — a y H- asin^) 

• ? 
sin- 

2 

ou 

' ? ? f ' ? ?\ 

j sm - — ss cos - = a I 2 sm - — ^ ces - ] • 

2 2 \ 2 / 

Remplaçons successivement dans cette équation cp par 

et par > et nous aurons pour les équations des 

côtés de Tangle circonscrit 



4-a / . 

= 2 fl ( su 



.■J;-4-a ^^4-a /.ip-f-a 4'4-a -J/H-a^ 

„r sm -^ .T cos -i = 2 « | sin -^ ^ cos | ? 

2 2 2 



r sin -i a: cos = 7,a ( sm -^ -^ cos • 

2 2 \2 2 2/ 

En résolvant ces deux équations, nous aurons en fonction 
de la variable auxiliaire ^ les expressions suivantes des 
coordonnées d'un point quelconque du lieu : 

x^nct=za(^ sina — asin>p), 

jr sina = « (2 sina — a cosa — a cos\|;), 

OU bien, en divisant ces expressions par sina, et transpor- 
tant les axes parallèlement à eux-mêmes en un point de 
Taxe des j^ dont l'ordonnée est a(i — « cota), il viendra 

Sx =r a ( ^I; ~ SÎn \|/ ) 9 
j T 

( r = a { I : — cos-J; I • 

V \ sma •/ 
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Je dis que le lieu cherclié coïncide avec la courbe décrite 
par un point invariablement lié à un cercle de rayon a, qui 
roule sans glisser sur Taxe des x. 

Soit, en eflfet (fig* 6)? le point M lié invariablement au 
cercle C qui roule sur Ox\ soient CM = i, CA = a, 



Fig. 6. 




BCA = ^ 5 prenons pour origine l'un des points <le Taxe 
des X que le point A vient occuper successivement après 
une, deux,. . • révolutions. Les coordonnées du point M 

seront 

.r = a-if — ^sin\j/, 
jr:= a — b cos^' ; 



elles coïncideront avec les coordonnées (i) d'un point quel- 



conque du lieu, si Ton prend CM = i = - 



ax 



Slllft 



Froblèmo n» 30. 

Si Von considère dans un plan deux courbes quel- 
coTKfues, que l'on regarde comme correspondants les 
points pour lesquels les tangentes sont parallèles, et que, 
par un point fixe, on mène des droites égales et parallèles 
à celles qui réunissent deux points correspondants, la 
tangente à la nouuelle courbe est parallèle aux tangentes 
oux deux courbes aux points correspondants, et son arc 
^st la somme ou la différence des arcs des deux cou7*bes. 
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Soient en ciTet x et y les coordonnées d'un point quel- 
conque de la première courbe, a l'angle de la tangente eu 
ce point avec l'axe des x, s l'arc de cette courbe, compté 
à partir d'un point fixe jusqu'au point x^y^ soient oc' ^ y^ 
OL et s' les quantités correspondantes pour la seconde courbe ; 
désignons enfin par X et Y les coordonnées du point cor- 
respondant de la nouvelle courbe. Nous aurons 

x=:x'— .7?, Y=y--jr, 

dx = ds ces a , dx' z= ds' ces a , 
dj-z^dssinci, dy = ds' sin a, 

les arcs étant comptés dans un sens convenable, d'où nous 

déduirons 

, dX. = [ds' — ds) cosa, 

dY = [ds' — ds) cosa; 

mais , en désignant par S l'arc de nouvelle courbe, par A 
l'angle de sa tangente avec l'axe des a:, on a aussi 

dX = dS cos A, dY = dS sin A; 

comparant ces valeurs de dX. et dY aux précédentes, on en 
conclut 

A = a et dSz=ds'-^ds, 
d'où 

S = / — s -+- const. 

Si l'arc s venait à être compté en sens contraire sur la 
première courbe, on aurait 

S = j' -f- ^ -f- const. 

Problème no 31. 

Si l'on mènç par cliaque point d'une courbe une droite 
de longueur donnée y faisant un angle constant avec la 
tangente^ la normale à la courbe, lieu dés extrémités de 
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cette droite, passe par le centre de courbure de ta courbe 
proposée. 

Soient en effet x, y les coordonnées d'un point quel- 
conque de la courbe proposée, a l'angle que fait la tangenle 
en ce point avec Ox^ pie rayon de courbure, s la longueur 
de l'arc compté d'un point fixe, i l'angle constant que fait 
avec la tangente de la courbe donnée la longueur con- 
stante If X et y les coordonnées de son extrémité. Nous 
aurons les formules suivantes : 

X, = X 4- / cos(a H- /), 

dx = ds cosa = p cosoc </«, 
djr = ds sina = p sina </a, 
dxt= [p cosa — / sin (a -h i)] rfa, 
djrt= [p sin a + / cos(a •+■ /)] da; 

l'équation de la normale à la nouvelle courbe sera donc 
Y— j— /sm{a-<-/)=:-; -. — ., / . — [X— ar— /cos(«-4-/)J. 

Cette équation est satisfaite quand on y remplace X et Y 
par les coordonnées du centre de courbure de la courbe 
donnée, lesquelles sont 

X = J? — p sina, 
y = j +pcosa. 



Problème n» 32. 

On mène [fig- 7) '^ tangente MT en un point d'une 
courbe représentée par V équation yz=f[x)^ puis une 
série de cordes parallèles à cette tangente; le lieu des 

T. — Bee. 5 
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milieux P de ces cordes est une courbe qui passe au 
point M : on demande de trouver le coefficient angulaire 
de la tangente à la noui^elle courbe, au point M. 

Fig. 7. 




Soient j: et ^ les coordonnées du point M; menons 
M'M^' parallèle à la tangente MT et à une distance infini- 
ment petite de cette tangente ; soient x' = x — A' et 
x" ^=zx-^ h" les abscisses des points M' et M'' où cette pa- 
rallèle coupe la courbe; les ordonnées de ces deux points 
seront 

OU) en développant par la série de Taylor, 



/i"' .-, . h 



ffi 



:)-' = / + h''/\:r) -t- — /'(.r) + -g- /-(.r) -4- . . . . 

Écrivons que M' M'' est parallèle^ à MT, nous aurons 



X — .T. 



or 
et 
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on aura donc 

(À'+ hf)f'[x) + '*--JLf^^)^'LJtL /»+... 
/'W= '-j^r:^, ^- . 

d'où, en effectuant la division par h" ^^V et supprimant 
f(x) de part et d'autre, 

d*ou Ton déduit, en supposant f ( j:) ^ o, 

En négligeant les termes du troisième ordre, on peut rem- 
placer, dans le second terme du second membre de l'équa- 
tion précédente, hP par A' 5 on trouve ainsi 

(') *'=*'- T m ""•••• 

Le coefficient angulaire de la tangente cherchée est la 
limite de celui de la droite MP, quand A' et, par suite, h" 
tendent vers zéro; c'est donc la limite de 



2 


-r 


_/(^- 


-V) 


+/(* 


+ *')- 


2/(') . 


2 

% 


- X 






A*- 




7 



en remplaçant /(o: — h!) et f(x-hh^^) par leurs déve- 
loppements, on trouve 



'' = ^'W + i9;ï:^/'(')+--. 



5. 
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et en mettant pour h" sa valeur (i), on aura 

« =^'w - 3 17^) ^"(') ■*■•••• 

On peut, pour avoir la limite de u, remplacer, dans 
l'expression précédente, /t^par h'\ on obtient ainsi, pour 
le coefficient angulaire de la courbe diamétrale en M, 

Soient [fig* 8) a l'angle que fait la tangente IVfT avec O j:, 
^ l'angle correspondant pour la courbe diamétrale, y l'angle 



Fig. 8. 




À 



de ces deux tangentes, p le rayon de courbure de la courbe 
donnée^ on aura 



tang7 = 



I +/"(*) - 



/•Jf) , 

3/'"(*)/'(;r)' 



/"(*) 



D'autre part, on a 
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d'où l'on tire 

f ^ L i-H/"(*) /^(*)J 

on déduit de là 

il en résulte 

tang7=^. 



En appelant p' le rayon de courbure de la développée de 

da 



la courbe proposée à cause de la relation p' =^ --^y on aura 



3p 

P 

Soient C le point de la développée qui correspond au 
point M, CD parallèle à MT la normale à la développée ; le 
triangle rectangle MCD donne 

cotCMD = tangv= — = ^; 

remplaçant tangy par -79 nous avons 

P 

CD "" p' ' 
p'=3CD. 

Ainsi le rayon de courbure de la développée d'une courbe 
est triple de la portion de la normale de cette développée, 
comprise entre son point de départ et la tangente de la 
courbe diamétrale relative â la courbe proposée. 
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APPLIGATIOirS. 

I® Quelles sont les courbes qui, en chacun de leurs 
points, sont normales à leurs diamètres? 

On doit avoir 

y = 90«, taiigy=r-f; 

on a donc 

p' = o, p = const* ; 

on sait que la courbe, dont le rayon de courbure est con- 
stant, est un cercle. 

a^ Quelles sont les courbes qui, en chacun de leurs 
points, font un angle constant avec le diamètre corres- 
pondant ? 



On doit avoir 



par suite 



y = const., 



3p 3 

— - = oonst. = -7 ; 
p A 



il en résulte 



p 

*- = k, logo = ^a -t- logflf, 

P 
en appelant loga la constante ^ on a donc 

On verra [p. 80) que l'équation précédente définit une 
spirale logaritbmique. 
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ProUèKtt n* 33. 

2youifer le lieu des centres des ellipses qui ont en un 
point donné un contcust du troisième ordre ai^ec une 
courbe donnée. 

Prenons pour axe des x la tangente à la courbe au point 
considéré, et pour axe des j- sa normale. 

L'équation générale des ellipses tangentes à la courbe à 
l'origine sera 

n faut écrire qu'à l'origine j^'' et j^" oiit sur l'ellipse des 
valeurs données m et /z, celles qui conviennent à la courbe. 

Différentiant l'équation (i) trois fois de suite, et faisant 
X = 0, j^ = O5 j^'=: o, on trouve 



d'or 



ou 



a 


-^- 


cm rri 


0, 


ne 


-r 


Zbm 


0, 




b 


n 






— : 








a 


3 m' 





Le centre de Tellipse (i) est donné par deux équations, 
dont Tune est 

ax -r- by =zo^ 

«l, en tenant compte de la relation trouvée entre a et i, 

il vient 

3 m» 
n 

donc le lieu des centres des ellipses est une droite passant 
par le point de contact 
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ProUèm» n* 84. 

Troui^er le lieu des centres des hyperboles é^uilatêres 
qui ont en un point donné un contact du second ordre 
at^ec une courbe donnée. 

Gardant les axes et les notations du problème précédent, 
nous voyons que Téquation générale des hyperboles équi- 
latères tangentes à la courbe, à l'origine, est 

(ï) aa^'^ ^bxjr — fl^'-h2tfj^ = 0. 

On aura encore, pour exprimer que le contact est du 
second ordre, la condition 

{i) ii-+-<*/n = o. 

Le centre de l'hyperbole (i) est déterminé par les deux 
équations 

(3) ax-+- ôj = o, 

(4) ^* — ajr-^ezno; 

Télimination de a, £, e entre les équations (a), (3), (4)* 
donne ^ 

*'"4-r'4--=0, 
m 

équation d'un cercle passant par le point de contact, dont 
le centre est sur la normale à la courbe, et dont le rayon est 

— » ou la moitié du rayon de courbure de la courbe pro- 
posée^ car ce dernier rayon est à l'origine 



BXB&CXCS8 SUR LB CALCUL OirrÉBXHTIBL. yZ 

Problème n^ 35. 

On considère la série des paraboles qui, en un point 
donné, ont avec une courbe plane donnée un contact du 
second ordre; on demande : 

i^ L'équation générale de ces paraboles; 
a® Le lieu des foyers de ces paraboles; 
3^ L'enveloppe de leurs axes. 

1® Prenons pour axes de coordonnées la tangente et la 
normale à la courbe donnée au point considéré ; désignons 
par R le rayon de courbure en ce point. On a, pour la 
courbe à l'origine, 

r = o, y'=o, f=^^ 

s 

en vertu de l'expression R = > Ç-^* Pour toutes nos 

paraboles, on devra avoir aussi, à l'origine, 

r = o, y'=o, ^'=^* 

Soit a l'angle que fait l'axe de l'une d'elles avec Ox^ 
son équation sera de la forme 

(^ cosa — X sin «)'= a ky. 

En différentiant deux fois, faisant ensuite x=^yz=iy'=o^ 

y= -=r» on trouve 
*^ R 

A = Rsin'a; 

l'équation générale de nos paraboles est donc 
(i) (/ cosflc — X 8ina}'= aR sin'aj, 

et le paramètre variable est ol. 
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a^ On trouve aisément, pour les coordonnées du foyer 
de la parabole représentée par l'équation (i), 

R . 

x, = sinacosa, 

ri=: — sin'a. 

Pour avoir le lieu du foyer, il faut éliminer a entre ces 
deux équations \ on en tire 

, ^ , R» . , R 
Le lieu du foyer a donc pour équation 

2 

Donc ce lieu est une circonférence tangente à la courbe et 
dont le rayon est le quart du rayon de courbure R. 
2^ L^équation de Taxe de la parabole est 

X sina — y cosa = — R sin'a cosa. 

Pour trouver l'enveloppe, je prends la dérivée par rapport 
à a 

X cosa 4-^ sina = — R(2 sina cos'a — sin*a). 

Il faudrait maintenant éliminer a entre ces deux dernières 
équations; mais il vaut mieux tirer de ces équations les 
valeiu^s de x et j^ en fonction de a; on obtient ainsi 

Sx-= — R sin 2 a ces' a, 
j- = — R coS2a sin' a. 

Pour construire la courbe, il faut faire varier « de zéro à 2 ir. 
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AiSn de suivre facilement les variations de x et jr, f<nnnons 
— et — ; après quelques réductions, nous trouverons 

-^ = — 2Rcoscccos3oe, \ 

(3) \ -âi = ^-^ 

— '=■ — 2Rsmacos3a, J 

et la discussion va se faire au moyen des équations (a) 

et (3). Pour a = o, x = o, j^ = o, -^ = o, la courbe part 

de l'origine où elle est tangente à l'axe des x\ a augmen- 
tant, 3C etj" sont négatifs, et vont en diminuant jusqu'à ce 

qu'on ait a = 3o**, auquel cas ;t- et ^ s'annulent. 

Ceci nous donne la branche de courbe AO; continuons 
à faire augmenter a ou l'angle que fait la tangente à la 

courbe avec Ox^ 'â'^^a deviennent positifs^ donc x ely 

Tont en croissant. Ceci nous donne la branche de courbe AQ 
située au-dessus de AT, puisque la tangente s'incline de 
plus en plus sur l'a'se des a:-, le point A est donc un point 
de rebroussement du premier genre, x el j augmentent 
jusqu'à. ce qu'on ait « = 90^5 alors a: = o, j^ = R5 la 
courbe passe par le centre de courbure de la courbe don- 
née; nous avons ainsi la branche QB tangente en B à l'axe 
desj^. 

Quand on change a en tt + «, a: et y restent les mêmes ; 
il suffit donc de faire varier a de zéro à r ; si l'on change a 
en TT — a, X change de signe exj reste le même; donc la 
courbe est symétrique par rapport à l'axe desj^. Nous pou- 
vons achever de la construire 5 nous voyons (fig* 9) qu'elle 
ofire trois points de rebroussement de première espèce. 

n est facile d'avoir le rayon de courbure p en un point 
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quelconque de cette courbe ^ on a, en effet, 



, 



ds 



mais les formules (3} donnent 



donc 



ds ^ ^ 
-p =aRcos3a; 
da 



p = 2Rco83a. 



La courbe enveloppe des axes des paraboles est tangébte 




au cercle lieu des foyers en trois points O, H, K; en effet, 
reprenons les formules 



R 

— sina costty a; = — R sin aa cos'a, 

a 



ri = 



R . , 

2 



j^ = — Rcosaasîn'a, 



d'où 



4yt dr 
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Les points communs aux deux com-bes sont donnes par Té* 

qaation 



(cos*a— -T j = o. 



sinoccosa 

d'oà 

a=:o, ou a = go*« OU a = 60*, ou a = i30^ 

Pour toutes ces valeurs, sauf a = 90®, on a 

— tang2a = tanga ou -f- =: -p- • 

On verra, dans le problème 1 de la troisième Partie, que 
la relation p = aR cos3a suffit pour prouver que la courbe 
dont nous venons de nous occuper est une épicycloïde en- 

gendrée par un point d'une circonférence de rayon ^ rou* 

3R 
lant à Tinterieur d'une circonférence de rayon -7-* 

Problème n» 36. 

Montrer qu'il existe en général une conique ayant 
avec une courbe donnée, en un point donné, un contact 
du quatrième ordre, et trouver l'équation de cette co-- 
nique connaissant l'équation de la courbe sous la forme 

* 

p étant le rayon de courbure et a l'angle que fait la tan- 
gente avec une droite fixe. 

Prenons {fig' 10) l'un des points de la courbe pour ori- 
gine, la tangente et la normale pour axes des x et dçs j^^ 
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nous allons cherclier, relativement à ces axes, Téquation 
de la conique; soit cette équation 



(^) 



Ay^-h aB^rr H- Cx^ -h 2Dy=zo. 



n faut écrire que les valeurs de j-j y\ y\ y^\ j^*^, tirées! 
de cette équation quand on y fait a: = o, sont les mêmes ; 
que poiu* la courbe donnée au point Â ; nous représente- 

Fîg. 10. 




rons ces dernières parj^",, j^^, j^". DifTérentions quatre fois 
Téquation ( 2 ), et faisons ensuite a: = o, j^ = o 5 nous trou- 
verons 

D/.4-C = o, 
Dy:4.3B/. = o, 

DjV4-4Br7-H3A/;=o. 

C B A 
Tirons de là les rapports — > -î^' 7:» reportons -les dans 

Téquation de la conique, et elle deviendra 

(3) (4j<:»- Zr\fi)r^ - 6/;/:^j - g/.'-^'-^- ^^rlr = ^• 

Il reste à tirer les valeurs à^^J^tjliJ'! de Téquation (i); 
or nous avons 

« désignant l'angle que fait la tangente Âx avec une droite 
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fixe; 

itczzzds cos f , 
dy = dsàn f, 
(4) j dx =/(a -f- ^) cosf </(|p, 

djrz=/(a, -^ ff)smfdf. 






Notts tirons dé là 



_ 4x^ __ pcos'y _ 3giny _ dx 
dx fcosfdf p'cos^f p*cos^9 

/ . ^ \ 

I 3'sin7 da J 
I \p*COS*y p'cos*^/ 



r^= 



p cos^ dff 



Calculons cette dernière expression; faisons -y ensuite 
9 = 0, comme dans les précédentes; p et ses dérivées ne 
dépendront plus que de l'angle a que fait la tangente à la 
courbe au point A avec une droite fixe OX; nous trou- 
verons 



r" — — i ^/ 

P P*\^»/ P* *^«* 

Je trouverai pour les valeurs des coefficients de l'équation 
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de l'ellipse les expressions suivantes : 

»= 9P'. 
C = -9P'. 



A= ,,g-,,-5{±)'. 



Soient Xi et j^i les coordonnées du centre; on a 

Bj^, -f- Cx, = o. 

Donc l'angle formé par la droite menée du point A au 
centre de la coni<{ue, avec la tangente AT, a pour tangente 

^> C'est précisément ce que nous avons trouvé pour la 

tangente du diamètre en A, page 6g] la tangente du dia- 
mètre va donc passer par le centre de la conique. 

Appliquons les formules précédentes à la spirale loga- 
rithmique; pour cette courbe, on a 



il en résulte 



B= 3X»/?Mr*««, 

A = — (94- 2m')X*tf*^, 

AC — B»>o; 

la conique est donc une ellipse. Soit X l'angle que fait 
le grand axe de l'ellipse avec la tangente; la formule 
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langaX = -^ donnera 



, 3 
taiig2> = — 



m 



Ainsi, pour tous les points de la courbe, le grand axe de 
l'ellipse fait le même angle avec la tangente. 

Dans le cas de la cycloïde, jD = asina, -^ = acosa^ 



da 



—î- = — asmff, 

da* 



m • 



C = — go^sin'a, 

B= 3«^sinacosa, 

A = — I2a*sin'a — Sû'cos^a; 

AC — B* étant positif, la conique est encore une ellipse . 

Nous laissons au lecteur le soin de discuter la courbe 
lieu des centres des ellipses ayant en chaque point de la 
cycloïde un contact du quatrième ordre avec cette courbe . 

Problème n<> 37. 

Trouver le lieu des points de rebroussement des courbes 
du troisième degré qui ont pour asymptotes trois droites 
données. 

Prenons (fig- n) deux des asymptotes données pour 

Fig. II. 




axes des x et des^, et soit alors ax -h ftj' -f- c = o l'équa- 
tion de la troisième AB5 l'équation générale des courbes 
T. — Rec, 6 
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du troisième degré, ayant pour asymptotes les trois droites 
données, sera 

xy [ax -\- bjr -h c) — [px -f- qy -{- r) = o, 

OÙ p^ q^ r sont des paramètres variables -, désignons par y* le 
premier membre de l'équation précédente; les coordon- 
nées X et^ d'un point de rebroussement devront vérifier 
les équations 

. df df t d^fy d^f d-f 

f=z o, -^ nz O, -^ = O, 1 -— I — - — ^ =zr O. 

dx dj \dxdy] dx^ dy"^ 

Or on trouve 

df , ^ ^ 

— '=iy[%ax~^ hy-\-c)—p, 

df , 

— zzij?( ax ->r 7,oy -{-c) — q^ 

= 2ajr. 



d'/ 
dxdy 



= 2,ax -h a ft^ -4- c, 



^'^^^^^^^^ {£^) 



d^f d'f 



= O devient donc 



dv?^ dy^ 

(i) [lax -\- 7.by -^cy — ^abxy =zo. 

Cette équation, qui ne contient plus les paramètres varia- 
bles p^ q^r^ est celle du lieu des points de rebroussement 
de toutes nos courbes du troisième degré. Ce lieu est une 
ellipse tangente aux axes des x et des j^, aux points D el F, 
milieux de OA et OB -, la droite a x 4- iy 4- c = o est aussi 
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tangente à l'ellipse au point G, milieu de AB^ on a donc 
ce théorème : 

Le lieu des points de rebroussement des courbes^ du 
troisième degré qui ont pour asymptotes trois droites 
données est l'ellipse de plus grande surface inscrite dans 
le triangle formé par ces trois droites. 



Problème n» 38. 

Trouver la déi^eloppée de la lemniscate. 

L'équation de la lemniscate est (x* H-j^*)' = a' (x* — j*) ^ 
nous exprimerons x et j^ à l'aide d'une variable auxiliaire, 
qui sera l'angle polaire 6 \ nous trouverons 

a:r=«cosO V^cos2Ô, j = asinô v^cos29. 

En difierentiant et réduisant, on a 

sinSO ,^ - cos3ô ,^ 

dx-=i — a — ==- aO, dy = a ^z=:= a9 ; 

^COS2Ô ^C0S2Ô 

on en conclut, pour l'équation de la normale à la lemniscate, 
Xsin30 — Ycos30 = asin20 \/cos20. 

Cherchons l'enveloppe de cette droite^ nous prenons la 
dérivée par rapport à 9 

V OA V • f>/» ^ 2C0S»2Ô — sin'29 

Xcos3â-h Ysm30z=:~ . • 

-^ y/cos 2 

Les deux dernières équations peuvent s'écrire 

V • oû V 2/1 ^ sin4d 
Xsm3ô ---Ycos39=: ^ ? 

2 ^C0S2Ô 



V 9 A V • OA ^ i-+-3cos4ô 
Xcos3d-HTsin3ô=:^ — 



6. 
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en les résolvant par rapport à X et Y, on trouve 

a 3 cosô -Hcos36 

X= -^ » 

* o ^cosaô 

a — 3sm9 + sin30 

6 V^cosaO 

ou bien 

- . ,, 2a ces' 6 „ 2a sin'G 



3 y^cos2 3 v/cos2ô 

telles sont les coordonnées du point de la développée cor- 
respondant au poînt a:, y de la courbe. Il est facile d'éli- 
miner 6 de ces deux équations ; on a, en effet, 



I 



d'où 

(x« -t- Y')'(x' - Y") = ^ 

pour équation de la développée -, mais il vaut mieux discuter 
la courbe avec les formules (i), auxquelles nous joindrons 
les suivantes : 

dX 8a sin'e — i . „ „ 
•^ = -5- ^smÔcos'O, 

, , , (cosae)' ( rfY ^ ,^ 

(2) { ^ ^ ' l ;r=: = tang39, 

(ces 2 9)^ 

pour e = o, j = o, X = -y , ^ = ^' 

La courbe {Jig- 12) part du point A, où elle est tangente 
à Taxe des X \ augmentant, X est positif et décroissant, 
Y négatif et décroissant; pour 6= So*', X est un minimum; 
pour 6 > 3o", X croît et Y décroît-, pour 6 = 4^^j X et Y 
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l'î 



= o. 
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Y 

sont infinis ; la courbe a une branche infinie ; lim — = 

A. 

l'asymptote, si elle existe, est parallèle à la droite Y-hX 
11 faut, pour avoir Tordonnée à Torigine, chercher 



!• /-«■ ,,-% 1. 2a cos'9 — sin*0 ,. ia cos*0 — sin*ô 

lim(Y-f-X) = lim-5 7= — ^hm-j- — • 

3 ycosaÔ ^ ^cos^O — sin^O 

pour 6 = 45** 5 or cette limite est zéro, car 



2fl cos'O— sin'9 ia /cosô — sinO , ^ . . . . , 

-^ 3^ == -— 4 / ^— (cos^ô-hcosô sinô+sin^ô), 

3 ^cos'ô— sin^O ^ V cos0H-sm9^ 

et cette dernière quantité s'annule pour B = 45®. L'asym- 

Fig. 12. 




ptote est donc la droite Y -h X = o 5 la courbe se compose 
de quatre parties égales à la branche ABC que nous venons 
de déterminer. 



Problème n» 39. 



Trousser Venv^eloppe des positions d'une droite mobile 
(fui tourné uniformément autour d'un de ses points pen- 
dant que ce point se meut d'un mouvement rectiligne et 
uniforme. 
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Prenons [fig* i3) pour axe des x la droite décrite par 
le point considéré, et pour origine la position occupée par 

Fig. i3. 




ce point quand la droite mobile est couchée sur l'axe des x\ 
soient OM = 2a(ùt^ CMa7= cof, où t représente le temps 
écoulé^ Téquation de la droite MC est 



ou bien 



y =z tang6)/(x — 2ao»r) 



orsinoi)^ — ^cosa>f = 2a&>f sinuf. 



Prenons la dérivée des deux membres de cette équation 
par rapport à t, et nous aurons 

jr: costùt -h ^sin«^ = 2fl(sinwf -+- wf coscof). 

Nous pourrions éliminer t entre les deux dernières équa- 
tions pour avoir Tenveloppe ^ mais il vaut mieux garder t 
comme variable auxiliaire. Des équations précédentes on 
tire 

y =z a(i — cosa»^). 
Soit posé 2&)f =:±: TT — Ç5 nous aurous 

Xz=a(i -i-cosy), 
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OU encore 



X =. ita — a{ff — siny), 
jr z=z 2,a — a{i — cos^). 

On reconnaît les équations d'une cycloïde tangente à 
l'axe des x et dont le sommet est à l'origine. 

Problème n® 40. 

Sur les caustiques par réflexion. 

Des rayons lumineux, partis du point L (Jig* i4)ï vien- 
nent rencontrer une courbe C ; ils sont réfléchis 5 la caus- 
tique est, comme on sait, l'enveloppe des rayons réfléchis. 
Dn théorème intéressant, dû à Quetelet, ramène la re- 
cherche de la caustique à celle de la développée d'une cer- 

Fig, 14. 




laine courbe 5 voici ce théorème : Qu'on abaisse du point 
lumineux la perpendiculaire LP sur l'une quelconque des 
tangentes de la courbe proposée, que l'on prolonge cette 
perpendiculaire en Q d'une quantité égale à elle-même, 
et la caustique sera la dév^eloppée du lieu des points Q. 

On voit, en effet, tout d'abord que, en menant la droite QM 
et la prolongeant, on a le rayon réfléchi ; en second lieu, la 
tangente au lieu du point Q est parallèle à la tangente au 
lieu du point P, et cette dernière (Frewet, 2* édition, pro- 
blème 230) fwt avec PL un angle APL = PML -, si donc BQ 
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est la tangente au lieu du point Q, on aura 

PQB = PML = PMQ, 
et par suite 

PQB -f- PQM = BQM = PQM -h PMQ = 90». 

Donc les rayons réflécliis sont les normales de la courbe Q, 
et par suite la développée de cette courbe est la caustique. 

APPLICATIONS. 

1° La courbe donnée (Jig» i4) ^st une spirale logarith- 
mique au pôle de laquelle se trouve le point lumineux^ 
dans la spirale logarithmique, T angle PML est constant^ le 
lieu du point P et par suite celui du point Q sont donc des 
spirales semblables à la proposée 5 la développée du lieu 
du point Q sera donc encore une spirale logarithmique 
égale à la proposée 5 c'est la caustique cherchée. 

2° La courbe donnée est une hyperbole équilatère au 
centre de laquelle se trouve le point lumineux. 

Prenant pour axes les axes de Thyperbole, on trouve 
aisément que le lieu du point P a pour équation 

et par suite celui du point Q 

le lieu du point Q est donc une lemniscate, et comme, à la 
page 85 de cet Ouvrage, nous avons construit la développée 
de la lemniscate, nous avons par cela même étudié la caus- 
tique demandée. 

3^ La courbe donnée est une circonférence, et le point 
lumineux est placé sur la circonférence. 

Je dis que le lieu du point Q «st une épicycloïde. Pour le 
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prouver {fig. i5), j'élève au point Q la perpendiculaire QC 
sur MQ 5 je la prolonge jusqu'à sa rencontre avec OM \ je 
prolonge également MO jusqu'en D. Les deux triangles rec- 
tangles MQC et MLD sont égaux comme ayant l'angle 

Fig. i5. 




QMC = LMD, et le côté MQ = ML ^ donc MC = MD. Sî 
je fais passer une circonférence par les trois points M, 
Q et C, elle sera donc égale à la proposée, et, à cause de 
l'égalité des cordes MQ = ML , on voit que les arcs MQ 
et AIL sont égaux. Donc, en faisant rouler extérieurement 
sur la circonférence proposée une circonférence égale, le 
point de cette circonférence, qui était d'abord en L, décrira 
le lieu du point Q^ c'est l'épicycloïde LQAH. On sait que 
la développée d'une épicycloïde est une épicycloïde sem- 
blable. 

Prenons donc OB = OK = — - ? et décrivons des cirocn- 

à 

férences sur BK et KL comme diamètres \ en faisant rouler 

la seconde sur la première, le point qui était d'abord en L 

décrira l'épicycloïde LFBE, qui sera la caustique demandée. 
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Problème n» 4i. 

Sur les rayons vecteurs d'une courbe comme diamètres, 
on décrit des circonférences; on demande de montrer que 
l'ens^eloppe de ces circonférences n'est autre chose que le 
lieu des pieds des perpendiculaires abaissées de l'origine 
sur les tangentes de la courbe, ou la podaire de la courbe 
par rapport à l'origine. 

Soient, en effet, xetj les coordonnées d'un point quel- 
conque de la courbe dont Téquation est j =f[x) ^ l'équa- 
tion du cercle correspondant sera 

(i) X' -+- Y' — X.r — T7 = o. 

Pour trouver l'enveloppe, il faudra joindre à l'équation 
précédente celle qu'on obtient en en prenant la dérivée par 
rapport à x, savoir : 

(2) X-hYjr'^O. 

En prenant le point où la droite, représentée par l'équa- 
tion (2), rencontre la circonférence (i), on aura un point 
de l'enveloppe. Or la droite (2) est la perpendiculaire 
abaissée de l'origine sur la tangente-, son pied, qui doit être 
sur la circonférence, coïncide donc avec le point de l'enve- 
loppe, et la podaire est identique à l'enveloppe. 

La même propriété a lieu pour les surfaces : l'enveloppe 
des sphères décrites sur les rayons vecteurs d'une surface 
comme diamètres n'est autre chose que le lieu des pieds des 
perpendiculaires abaissées de l'origine sur les plans tan- 
gents de la surface. 

Soit, en effet, 

(3) «=/(x,r) 
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Tcquation de la surface, /? = — , q=i — \ Féquation d'une 
des sphères est 

(4) X» 4- Y= -h Z» — X.r — Yr — Zz z=z o. 

Sî l'on remplace z par sa valeur en x et y^ au moyen de 
i Téquation de la surface, l'équation précédente contiendra 
deux paramètres variables a: et j^ ^ il faudra, comme on sait, 
diiTérentîer par rapport à chacun de ces paramètres pour 
avoir l'enveloppe j on aura ainsi 

(5) X -f- Z/7 =r o, 

(6) Y4-Z^.rrO. 

et l'équation de l'enveloppe résultera de Télimination de 
x^y^ z entre les équations (3), (4)^ (5) et (6)-, or les deux 
dernières sont les équations de la perpendiculaire abaissée 
de Torigine sur le plan tangent à la surface ^ le pied de 
cette perpendiculaire, qui doit être sur la sphère (4), coïn- 
cide donc avec le point de l'enveloppe déterminé précé- 
demment, et la podaire et l'enveloppe sont identiques. 

Problème n» 42. 

Trouver Ut caustique par réflexion pour des rayons 
lumineux perpendiculaires à Vaxe d'une parabole. 

L'équation de la parabole, en prenant le foyer pour ori- 
gine et l'axe pour axe des x, est 

jr^:= ip.T -h p^. 

Soient PM (^g". i6) un rayon incident, MN la normale, 
MR le rayon réfléchi, (f Tangle MNP ; on aura 

2 ^ 

MR.r= 2«p, 

2 ^ 
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et Téquation de MR sera 



(>) 



Y^X = -{--, ^ X-ar . 

sin 2 f ^ 



Dans le triangle rectangle MPN, 

PN =p = j cotip, d'où j z=:p tangf . 

Reportant cette valeur de y dans l'équation de la parabole, 

il vient 

P sin* ep p cos 2 ® 
2.r = — p = — — • 

L'équation (i) du rayon réfléchi pourra s'écrire 

Ysin2^ — Xcos2y =jr sina^ — xcosay 
ou 

(2) Ysin2© — XC0S2©==: —• 

^ ' * * 2 cos* <f 

Pour avoir Tenveloppe de cette droite, je prends les déri- 

Fig. 16. 




vées des deux membres de Téquation ( 2 ) par rapport à y, 
ce qui me donne 

/7Sillep 



(3) 



Y cos 2 ç -h X sin 2 <p = 



2 cos'ep 



Je résous les équations (2) et (3) par rapport à X et Y, et 



EXERCICES SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. ^3 

je trouve . 

(4) ! ^ ' 

Y = -f- , sîn 3(0. 

2COS*y 

Voilà donc les coordonnées d'un point quelconque de la 
caustique, exprimées bien simplement en fonction de la 
variable auxiliaire cp ; la courbe est évidemment symétrique 
par rapport à Taxe des x^ et, pour la construire, il suffira 

de faire varier cp de zéro à - î on trouve, du reste. 



.' fl?X 3/7 sin 2 <p 

I "5^— 2COS> 
j rfY 3/?cos2y 

On construira sans difficulté la courbe à Taide des équa* 
tions (4) et (5) ^ on peut calculer aisément la longueur d'un 
are de cette courbe \ on a, en effet, 

rfS 3o 3/7 , , . , 

— = — ^ =: -i-(i4- tang^yj^tang^, 

d'où 

3/7 

S=-^(tang7-f-itang*«p). 

\ 

L'aire U du secteur AOM de la parabole est 



/?» 

U = j (tangç -i- T tang'ip) ; 



il en résulte 



p 



La longueur d'un arc de la caustique, multipliée par /?, est 
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donc égale à 6 fois l'aire du secteur parabolique corres- 
pondant. 

Cherchons l'équation de la caustique en coordonnées po- 
laires^ prenons OA pour axe polaire 5 nous ferons donc 

X=r — rcos9, Y^^rsinô; 

il en résultera 

P P 

^cos6=: r-cos3©, rsinO = — :— —sinS»; 

2COS'f 2sm*ç ^ 



d'où 



acos'i}» ^ 



et par suite 



r^ ces 



i=(f)' 



équation de la forme /'"cosmÔ = a'". 

Problème n^ 43. 
On considère la courbe définie par les équations 

( j: = ^?( siny -f- mcosç) -h e-^î(sin©-— /wcos^), 
j jr = ^?( — cosy 4- msin^) — e-^î(cosy-H msinç), 

y étant la ^variable auxiliaire. On considère ensuite la 
dés^eloppée de cette courbe, puis la déi^eloppée de la nou- 
velle courbe; on demande de montrer quelle est sem- 
blable à la courbe primitive; construire la courbe. 

On peut écrire 

x=2 sin y '[e"? -h e-"? ) -t- m cosç (e'^r — e-*?), 
j" = — C0Sft(«»'î -f- tf-"? ) -h m sin 7 [er^ — e-*»?). 
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On ea déduit, en difiereutiant et réduisant, 

--- == ( I -H m*) (e^ -H tf-"?) cos«^, 

d'où 

-— =z cosç, -r- = sm®. 
rf^ ^ as 

Donc cp est l'angle que fait la tangente à la courbe avec Taxe 
des or, et, p désignant le rayon de courbure, on aura 

p = (H- m') (e"? 4- e-"»?). 
Pour la développée, ç et p deviennent cp' et p', et Ton a 



d'où 



On a donc 



ff' z=z ^ H 9 ûTy' :=:: dp. 



^ ' ^ ^/ __ </p 



MO 



Pour la développée suivante, 

d'où 

p"z3: m»(i -+- m^) (e^T + e-"?) = w^p. 

Donc, pour cette nouvelle courbe, on a 
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Les tangentes aux points correspondants de ces deux courbes 
sont donc parallèles et les rayons de courbure proportion- 
nels, ce qui démontre bien que les deux courbes sont sem- 
blables. 

On peut, du reste, chercher directement les coordon- 
nées a;', y\ x'\ y" des points qui, sur la première et la 
seconde développée, correspondent au point xy de la 
courbe donnée. Ainsi la normale à la courbe donnée a pour 
équation 

Ysin® -f- Xeos^ = .reosy -{- jsin(}> zzr m(^'"? — e"~"?). 

Prenons la dérivée par rapport à ^ pour avoir l'enveloppe 
de la normale, et nous trouverons 

et des deux équations précédentes on tire, pour x' et y' ^ 
ces valeurs 

ij' z=i m} coS(p (e"? -h c-"?) -f- Tw sin ^ (e^î — e-"? ), 
x' r=r — m^ sin ç (e""? -h e-*»?) -h m cosip ( tf*? -— <?"""? ) . 

En opérant de même sur la développée, on trouvera 

a:"=z — m» sin <p(e"'? -v- e""'?) — m* cosy (^? — e-*"?), 
jr"= m^ ces y ( ^? -h e"""? ) — /w* sin tj» (c™? — jT""? } 

ou bien 

ce qui montre que la développée de la développée s'obtient 
en réduisant les rayons vecteurs de la courbe proposée dans 
le rapport de i à m', et faisant tourner de 180 degrés la 
courbe obtenue. 

La courbe définie par les équations (2) jouit de la même 
propriété que la proposée, c'est-à-dire qu'on aura aussi 



X 



f«— -_ w»2 W 



/w^j:', /"=— /w'jk'. 
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La courbe (i) est facile à construire; on sait, en effet, 

dx dy 

immédiatement quels sont les signes de "jr ^^ "^r'' P^^*' 

(j» = o, JC = o, / = — 2, <f variant de zéro à -> x et j^ aug- 

mentent^ cp variant de - à tt, a: diminue et j^ augmente; la 
courbe est une spirale. 



Problème n^ 44. 



Deux spirales logarithmiques ont le même pôle {Jig> 1 7) 5 
on considère sur ces courbes deux points AetB correspon- 




daiu à un même angle polaire "variable. En ces points, 
on mène les tangentes aux deux courbes; elles se coupent 
en un point M ; est-il possible de déterminer les deux 
spirales de manière que le lieu du point M soit égal à sa 
développée? 

Soient r=aef^^ r = ae^ les équations des deux spirales 
en coordonnées polaires; faisons /n = coty, 7i = cot^^ 
l'angle AGx sera égal à -h cp et l'angle BDx égal à + <f ; 
donc, en coordonnées rectangulaires, l'équation de la tan- 
gente AM sera 

jr — «c"*'sind=: tang(0-f- <p)(a:— ae*'cos6). 
T. - Mee. 7 
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De même celle de la tangente BM sera 

y — a^'sinônr tang(© '\"^)[x — €ï€**cos6). 

Résolvant les deux équations précédentes, on a, pour les 
coordonnées j: et j^ du point M, 

x= -r—f p: rc"*cos(0-4-\I/)sin9 — c»'>cos(9-H©)sin\H, 

\ y = . . ^ [e"* sin (ô -h^) siny — c»' sin (0 -f- y)sin^] : 

telles sont les équations du lieu du point M avec la variable 
auxiliaire 6. En différentiant , remplaçant dans certains 
termes m par cotcf, n par cotip et réduisant, on trouve 

dx €"'• — e«' 

.— =z a -,—■ — cosfO -i-(p -h^/ , 

dQ sm{(f — '^) ^ ^ ^' 



dy é""^^ — e"* 

d^ sm(9> — -vl^) ^ ^ ^' 



d'où 



ds €f^^ — c** 
"77 — ^ ~ — 7 TT' 

aô sin ( ç — \|; ) 

-^ :=cos(ô -H <p-|-4')» -^ = sin (6 + ep -+->[/). 

Donc, en appelant a l'angle que la tangente au lieu du 
point M fait avec Ox et p le rayon de courbure de ce lieu 
au point M, on aura 

ds ds e^ — €«* 

*=®-^¥ + +^ p= — — — =a-^ 



doL dQ sin(ç — ip) 

Soient ol' et p' les quantités analogues à a et p pour la dé- 
veloppée-, on aura 

w ^ , , dû me^ — ne"^ 

2 ^ ^ "^ rfô sm(^ — ^) 
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Soit (f^t^ = k'^ pour le lieu du point M, on a entre p 
et a l'équation 

(2) ù = a ,—. ,N— > 

^ ' '^ sin(y — ip) 

et pour sa développée 



(3) p'=a 



me \ '^ — ne 



sin(y — i]/) 



Posons, dans l'expression (3), ol^^oc-] «o*? elle de- 

viendra 



SID 



et cette expression sera égale à l'expression (2) pour toutes 
les valeurs de a, si Ton peut déterminer a^ de manière à 
vérifier les équations 

quel que soit a *, s'il en est ainsi, le lieu du point M sera 
égal à sa développée. Les équations précédentes reviennent à 

me~^*o = X , /2e~"*o z= I . 

Nous voyons d'abord que m et tz doivent être positifs 5 on a 
ensuite 

logm log« 

oco — — -^ 

m n 

les paramètres m et 7i sont donc liés entre eux par la rela- 

los'm ioe/2 
Uon-5^ = -^• 
m n 

Construisons {Jig- 18) la courbe qui a pour équation 
Y = — V-5 OA = I , OB = e, BC =: --5 en C la tangente est 

7- 
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parallèle à OX. Menons à OX une parallèle quelcwique 
du côté des Y positifs, et à une distance moindre que — î 
elle rencontrera la courbe en deux points M et N, dont les 

Fig. i8. 




abscisses sont OP et OQ; nous pouvons prendre m = OP, 
n = OQ, car nous aurons bien 

log/n log/2 



m 



n 



Si la parallèle était menée au-dessous de OX, elle ne ren- 
contrerait la courbe qu'en un point. La conclusion est donc 
la suivante : m ayant une valeur quelconque supérieure 
à I , il y a toujours une valeur correspondante de n telle 
que le lieu du point M soit égal à sa dévelof^ée. 



Problème b9 45. 

Un point M d'une ellipse est défini par son anomalie 
excentrique y. On demande : 

1° De trousser l'anomalie excentrique du nous^eau 
point P, où, le cercle de courbure au point M va rencon- 
trer l'ellipse; 
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2** De montrer qu'il existe deux autres points M! et M!^ 
de l'ellipse tels, que leurs cercles de courbure vont aussi 
passer par le point Pj 

3° De prouv^er que le centre de gras^ité du triangle 
MM'M" coïncide av^ec le centre de l'ellipse; 

4® De prousfer que les quatre points M, M', M'' et P 
sont sur un même cercle; 

5® De trouver le lieu décrit par le centre du cercle 
précédent quand le point M se meut sur l'ellipse 

1° Soient xelj les coordonnées du point M^ nous au- 
rons 

On trouve facilement que l'équation du cercle de courbure 
au point M est 

i(X — «cosyj'H- (T-~èsin®)2 
/t, * . ^ • • ./X—acos9 Y— ôsinq>\ 
-f-2(^'cos*(j)-ha2sm»y)( î H ^1 = 0. 

Pour trouver le point P où ce cercle va de nouveau ren- 
contrer l'ellipse, nous ferons 

X=:ûcos<ï>, Y=:^^sin*, 

moyennant quoi l'équation précédente, après quelques 
transformations, s'écrira 






a^ sin^ ^ -+- b^ cos* -^ — b^ cos*^ — a^ sin*f ) =: o. 

Nous avons déjà la racine double <I> = ^ -, en la supprimant 
et transformant, on obtient 

«2— a'cos((I> 4-®) -f- ^^4- 6'cos(<ï» H- (f) 

— b^ — a^ — b^cos2(f -h a'cos2f = o 
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OU bien 

COs(4> -hff) =:C0S2y, 

ce qui donne 

*-f-ç=2^ et *-|-ç = 2ir — 2 y, 

c'est-à-dire 

^ = ff et <ï> = 27r — 3 «p. 

Ainsi, comme cela devait être, nous avons trouvé la racine 
triple = ç , et l'anomalie excentrique du point P est 
27: — 3cp. 

2** Considérons les points M' et M'' ayant pour anoma- 
lies excentriques ç'= cp -4- -^ j ç"= ç -i- -'â*î ^^s points P' 

et P'', correspondant à ces points M' et M'', auront pour 
anomalies excentriques 

27r— 3f (j> + -^ j et 2fr — 3U-h-^j» 

ou bien 

— 3«p et — 2ir — 3ç* 

Ces points coïncident donc avec le point P. 

3° Soient x\ y\ x^\ y" les coordonnées des points M' 
et M'^^ on aura 

X :=acosy, y :=ôsiny, 

x'=z:«cosU-f- — j> J^'=Ôsin((p-|--5-)9 

x"z=L « cos f (p + y j ? y''= è sin U -h y j • 

On conclut de là, quel que soit 9, 

a: -h or' -h ar"=0, y -^ y' -^- y"=^Oy 
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ce qui démontre bien que le centre de gravité du triangle 
MM'M" coïncide avec le centre de Tellipse. 
Il convient de remarquer les relations 

3a^ 3 ^2 

2 2 

d'où l'on déduit que la somme des carrés des distances des 
points M, M', M'' au centre de l'ellipse est égale à la con- 
stante 3 • 

a 

4? On trouve, par un calcul direct et facile, que l'équa- 
tion du cercle qui passe par les trois points M, M', M" est 

^^-\-y^ ^ cos 3 © z— r sm 3» = 5 

2a 26 2 

et l'on vérifie que cette équation est satisfaite quand on y 
remplace x par acos3<p et jr par — isin3a>; elle devient, 
en effet, 



/ a»— ÔA . ^ /, «2 — èA a' 
cos'3y(a^ I -+-sm»3^f62H | = - 



ou 



(cos'3y H- sm'3y) = 



2 



5° Soient a et j3 les coordonnées du centre du cercle pré- 
cédent ^ on a 

a' — 6' 

cos 3^, 



On en déduit 



4^ 

p zrz j- — sm 6 cp. 

4^ 



a'oL'^b^^f^^=^ ^— i- 

^ 16 



équation d'une ellipse ayant même centre et mêmes direc- 
tions pour ses axes que l'ellipse proposée. 
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Comme enveloppe du même cercle, on trouve la courbe 
du quatrième degré, dont 1 équation est 



{-rm-i)H' 



x^-\-y^ — 



û»-f.è2\ î 



Problème b« 46. 



On demande {fig. 19) : 

1° Z>e trower le lieu du milieu de la corde commune à 




une ellipse et à son cercle osculateur, et de calculer l'aire 
de la courbe; 

2? De troui^er l'ens^eloppe de cette corde et l'aire de 
la nouvelle courbe, 

i ^ Les coordonnées des extrémités de la corde sont 

a:, rzir ÛCOSç, ^i = Ô sIrç, 

ar,!-:: a ces 3 y, ^2 = — ôsinSy; 
les coordonnées du milieu seront donc 



a 



.T=z — (cosy -h cosS^], 
r = - (sin ^ — sin 3 <p) 
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OU bien 






X=: IICOS2«pCOSf, 

jr=z — b cos 2 f sin f , 



ei l'on en lire 



(2) 



l -7-^ = asmy(i — ôcos'ip), 
I — =r ôcos^(6sin*ç — i). 



A Taide des équations (i) et (a), il est facile de construire 
la courbe : pour cp = o, x = a^ j^ = o] cp augmentant, — 

et — sont négatifs^ x décroît, j^ est négatif et décroissant 5 
Je minimum de j^ a lieu pour ^ = ^, , ^1 étant défini par 

Téquation sincp^ =-]=y après quoi x décroît toujours et j^ 

V6 

croit ^ pour ç = -ï)a: = o, j^=oet-^= ; enUla 

courbe est donc tangente à la diagonale DG du rectangle 
construit sur les axes-, y augmentant toujours, x décroît 

jusqu'à ce qu'on ait f = cp^ ; enfin, pour (p = -5 x ::^ o 

et y = J 5 nous obtenons ainsi la partie AMONB de la 
courbe. Cette courbe étant symétrique par rapport aux 
axes de l'ellipse, on achèvera aisément de la tracer. 
Cherchons l'aire de la courbe; on trouve 

jTiùc — xdjr =z ab cos^ 2 ffdf. 

Soit U| l'aire de la partie OMAM'O; nous aurons 



•/o 



7r 

4 

COS^ 2 ffdff. 
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De même, si u^ désigne Taire de la partie ONBN'O, oi^ 
aura 






a 



4 



ou bien, en posant (p = ^ -+- ij^ et mettant ensuite la lettre f 
au lieu de vp, 






_ 



Les deux intégrales qui figurent dans les expressions de Ui 
et Us sont égales entre elles, comme on le voit en les dé- 
composant en éléments infiniment petits^ on a donc 



4 



Ui = Ui=~-(ui-\-Uj)z= -ab l (cos'20-f- sin*2«)€/® = — «^7? 

Trab 
4 

et Taire de la courbe entière est — j ou la moitié de celle 

2 

de Tellipse. 

a® Cherchons Tenveloppe de la corde commune à Tel- 
lipse et à son cercle osculateur ; cette corde passe par les 
points x,, j^i, oTj, /, j elle a donc pour équation, en mettant 
pour .Ti, Yi^ a?j, y^ leurs valeurs, 

- . b sin© -f- sin3q> , 

Y — b sm® = ^- ~- (x — a coscp) 

' a cos^ — cosoy ^' 



ou encore 



. b C0S(p . 

y — 6sincp=: ; — -ix — acoso], 

^ a sintf ^ 
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ce qui peut s'écrire 

(3) ajr sinff — ba:cos^ = — ab cos 2 tf, 

le prends la dérivée de cette équation par rapport à ^ , afin 
d'avoir l'enveloppe demandée 5 j'obtiens ainsi 

(4) aycosff-hh.rsmffz=:2absm2 9. 

L'élimination de cp entre les équations (3) et (4) donnerait 
l'enveloppe, mais je préfère garder la variable auxiliaire cp ; 
je résous les équations précédentes par rapport à a: et ;^, ce 
qui me donne 

y=i &(2sin2f cosç — cos2f sin <p), 
x = a(2SUî2tfsm(f -h cos2f costp) 

ou bien 

( a: = acos<p(i -h asin^ip), 

I 

En difierentiant et réduisant, j'obtiens 

dx , 

—- = 3asinocos2o, 1 

dj \ dx asino 

— - z= 3ècos«cos2ç ; 

On peut remarquer que le coefficient angulaire — est 

égal et de signe contraire à celui de la tangente à l'ellipse -, 
la corde commune à l'ellipse et à son cercle osculateur et 
la tangente à l'ellipse sont donc symétriques par rapport à 
l'ordonnée du point M. 

n est facile de discuter la courbe avec les équations (5) 

d'Y 

et (6) : pour ç = o, a:=o, y=o, ~- = oo;(5) augmen- 

CLX 



tant 



, x et y augmentent jusqu'à ce qu'on ait ç = -rj alors 
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X y 1^ dy b 

- = 4-:=i/2, -;- = -: nous obtenons ainsi Tare AH tan 
a b ^ ' ojc a 

gent en H à la diagonale OH; 9 augmentant, x et ^ dimi^ 

nuent ; mais le coefficient angulaire ~- = va toujoun 

en diminuant, ce qui exige que la coiu'be passe de Fautw 
côté de sa tangente HO \ le point H est un point de rebroud 
sèment de première espèce. On achève la discussion sani 
difficulté, et l'on trouve que la courbe a la figure dessinai 
plus haut. I 

Cherchons Taire de cette courbe; on a 

(7) xdy — ^£f.r = Sauces' 2 f£/f; 1 

Taire entière U sera donc 



7r 



t/O 



cos'2^a^ = 



la partie de cette aire comprise entre Tellipse et la courbe 
est donc la moitié de Taire de Tellipse. 

Il est à remarquer que Texpression (7) est égale à trois 
fois Texpression correspondante dans le problème précé- 
dent \ donc Taire d'un secteur de la seconde courbe est égale 
à trois fois celle du secteur correspondant dans la première 
courbe. 

Problème n» 47. 

Démontrer que la surface 

(i) y^z^ -^ z^x'^-\- x^jr^ — ^xjrz=^o 

est coupée par la sphère 

(2) ^'-f-j'-f-z3=r:l 

suwant quatre cercles. 
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En tenant compte de Téguation (2), l'équation (i) peut 



secrire 



x^j^ — 'i.xyz -{- z' — z*=r o. 



Cette équation , qui est celle d'une surface passant par les 
points communs aux deux proposées, donne 



xy znzilL. 7?, 

On a, du reste, 

et I on en déduit 
OQ bien 

(j^4-/-+--3 -f- 1) (^-HT" — 2 — l)(.r— j ^- 3 — l) (j:— jr — z -f- I ) =0. 

|Donc l'intersection des surfaces (i) et (2) se compose 
des quatre circonférences suivant lesquelles la sphère 
^' -h x^ -f- s' == I est coupée par les quatre plans 



X -^ y 


H-Z— — I, 


x-hy 


Z— I, 


x^y 


-i-3— I, 


x^y 


Z I. 


Problème n« 48. 



far les divers points d'une hélice, on mène des paral- 
lèles à la tangente en un point de l'hélice; on demande 
de tromper le lieu de la trace de chacune de ces droites 
sur la base. 

Soient les équations de l'hélice 

^=i:^icos^, y =as\n(f^ z=.ma(f; 

nous pouvons toujours supposer que le point qui figure 
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dans renoncé soit celui qui répond à (j) = o *, la tangent 
en ce point fait avec les axes des angles dont les cosinu 
sont proportionnels à o, i et m ^ les équations de la parai 
lèle à cette tangente, menées par un point quelconque x 
y, z de rhélice, seront donc 

Z — z 

m 

Faisons dans ces équations Z = o, et remplaçons a:, j^, : 
par leurs valeurs en fonction de y ^ nous trouverons i pou: 
les coordonnées de la trace sur la place de base 

X = acos«p, Y = flsin^ — a y. 

Faisons le changement d'axes défini par les formules 

Xrr:a— Y', Y = — X', 

et nous obtiendrons 

X' = a(ç — siny), Y' = a[i — cosy); 

ce sont les équations d'une cycloïde engendrée par un point 
d'un cercle de rayon a roulant sur l'axe des X'. 

Examinons ce que devient le lieu quand, par les divers 
points de l'hélice, on mène des parallèles à une droite quel- 
conque, et demandons-nous quel sera, dans ce cas, le lieu 
des traces de ces droites sur la base. 

Nous pouvons supposer le plan des yz parallèle à la di- 
rection donnée -, cette direction fera avec les axes des angles 
dont les cosinus seront o, siny, cosy, et nous aurons, pour 
les équations de la parallèle menée par le point o:, ^, z, 

X = ar, Y —jr — tang7 (Z — z). 

Faisons dans ces équations Z = o 5 remplaçons x^ y^ z par 
leurs valeurs, et, au lieu de m, introduisons l'angle i que 
font avec l'axe du cylindre toutes les tangentes de l'hélice; 
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nous aurons, pour les coordonnées d*un point quelconque 
du lieu, 

^ ^ • tangy 

X = ^icos©, Y=«sm© — aïo — -\- 
' * tang? 

Faisons le changement d'axes défini par les formules sui- 

Taiites:X = a^^— Y',Y = — X',etposonsa^-^ = i5 

tangi ^ tangi 

il viendra 

X'rrrèç — a sin f , 

Y' = b — a cos®. 

Nous trouvons une cycloïde allongée ou raccourcie, sui- 
vant que tangy sera plus petit ou plus grand que tangi : 
pour tangy = tangi, on a la cycloïde ordinaire. Telle est 
la nature de Tombre portée sur le plan de la base du cy- 
lindre par une hélice éclairée par des rayons parallèles. 



Problème n® 49. 

Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abais- 
sées d'un point de l'axe d'un cylindre circulaire droit 
sur les tangentes à toutes les hélices de même pas que 
l'on peut tracer sur ce cylindre. 

Prenons le point considéré pour origine 5 les équations 
d'une des hélices seront 

a: = flcos(f -f- a), ^ = «sin(a> -4- a), zz= accoté. 

On obtiendra tous les points de cette hélice en faisant va- 
rier !p de — 00 à -H 00 5 on obtiendra toutes les hélices de 
même pas en laissant i constant et donnant à a toutes les 
valeurs possibles. On trouve, pour les coordonnées du pied 
de la perpendiculaire abaissée de Torigine sur la tangente 



I 
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au point x^y^z^ 

li = a cos(^ -^ a) -4- tf flp sin ( y -+- a) cos^z, 
Y =r fl sin ((ï* -t- a) — atf cos(f -+- a) cos'i, 
Z = affsinicosi» 

Entre ces trois équations, il faut éliminer (p et a ; on obtient 
ainsi 

équation d'une hyperboloïde de révolution autour de Taxe 
du cylindre. 

Problème n» 50. 

Trouifer toutes les hélices dans lesquelles le rayon de 
courbure varie proportionnellement à Varc, compté à 
partir d'un point fixe. 

Avant de traiter cette question, nous allons réunir un 
certain nombre de formules qui sont très-utiles dans les 
problèmes relatifs aux hélices. Soit 70 Tangle constant formé 
par les tangentes de Thélice avec Taxe des Z \ la formule 

ces' a -i- cos'P H- cos'7o= i 

donne 

ces* a -h cos'p = sin'70. 

On peut donc poser, en introduisant une variable auxi- 

liaire (j), 

/ ces oc =: sin 7o ces 7, 

(1) } cosp r= sin 7„ sîn y, 

( C0S7 ^^ cos7j. 

ds 
cos^ étant nul, en vertu de la relation dcos7 = cos^ — » 

r 

noua avons 

cos'Ç -h cos'« = i. 
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Introduisant un nouvel angle (fi, nous ferons 

cosS==cosfi, cos>] = sinfi; 

mais nous devons avoir 

cosa cosÇ -f- cosp cosii -h COS7 cosÇ = o. 

Cette équation va devenir 



sinya (cosf cosf I + sin^ sin^ t ) = o, 



TT 



cos («1 — «) = o, d'où »i rzr «p H — ; 

2 



nous ayons donc 



(2) 



cos5 = — siny, , 

COSïï =:-f- COS^i , 
COSC =:0« 



ii3 



r 



La relation £Zcosv = cosÇ — = nous montre que v est 
constant^ nous ferons 



V r=: Vo 



et, à cause de la relation. 



COS*X -f- COS^fA -f- C0S'v^= I, 

cos^X + cos*/x = sin*v,; 



nous poserons 



cosX = sinvo cosfi, 
cos ft = sin v« sin ^ 1 . 



Les formules 



cosX cosa -h cosfx cos p -h cosv COS7 = o, 
cosX cosÇ -h cos/x cosîî -I- cos» cosÇ = o 

T.— Kec» 



8 
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vont nous donner 

an V, sinyo ces ( «j», — f ) -H cos v« ces 7, = o, 
smv«sin(f2 — ^) = o, 

d'où 

Ç2=:ç et cos(vo — 70)= o. 

Nous prendrons Vo = 70 + -? et nous aurons ainsi 

/ cosX = COS70 cos 9 , 
(3) < cosft = cos^osinç, 

( cosv = — sin7o. 

Ejufin les formules d cos a = cos \~i d cos X = cos | — nous 
donneront 

— = sm 7o dff, 

f — =cos7oay. 

Voilà donc nos neuf cosinus exprimés, à Taide d'une seule 
variable (f, par les formules (i},(a),(3),et|oetr exprimés, 

ds 
au moyen de ~9 par les formules (4)- Remarquons en pas- 
sant la relation - = ootyo = const., qui a lieu pour toutes 

les hélices. (Les notations précédentes sont celles dont s'est 
servi M. J.-A. Serret dans son Traité de Calcul diffé- 
rentiel.) 

Revenons au problème proposé : Trou^fer toutes les hé- 
lices dans lesquelles on a 

w • 1='. 

k étant différent de zéro. 
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En combinant cette équation avec la première des ëqua- 
lions (4)9 savoir : 

^5) — = sin7otfo), 

P 

nous aurons 

dp 

-i- = ^ sm 7o d(f ; 

? 

intégrant et désignant par a la constante arbitraire, nous 

avons 

et I équation (5) donne 

(6) ^fj=:3ûtsin7(,e*î*'*"Troé/y. 

Kous avons ensuite 

dx=zds ces a, djr^^ds cos p, é?z =: ds cosyo, 

iet, en remplaçant ds par sa valeur (6), cos a et cos^ par 
iieurs valeurs (i), nous aurons 

dx=i asin*7oC*?**°Tocos^<i9, 
dyr=za sm*7o^'**™ïo sin tfdrf^ 

dz n- a sin 7o cos 70 c* * •*" t« ^f . 

intégrant, sans ajouter de constante, ce qui ne changera 
rien à la forme de la com^be, nous avons 

x= „ ; , (Asm7ocoscp -f-sinç)e*^""T. 

H->t»sin»7/ '• T t; 

a sin' 7# , , . . V i • 

Z = •7C0S7«^1'»**'T«». 

Soit posé Ji sinyo == coti, et les formules précédentes de- 

8. 
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viendront 

l x = a sin^Yo sini cos (<p — /) ^«>**, 
(7) \ 7 ==:asin'7oSin/sin(ç — /)^*»*', 

\ z =:a sin7« cosy. tang« e? "**'". 

Voîlà donc les équations de Thélice cterchée, exprimée 
avec la variable auxiliaire ^ ; la projection de cette courb 
sur le plan des xy est une spirale logarithmique^ car, si 
dans ce plan, on prend les coordonnées polaires R et o), o 
aura 

tangtt = — = tang(f — 1), d'où y = « -i- /, 

SR = a sin' 7. sin « ^ «>* ', 
R = a sin»7. siniV"^ '>«»*'. 

Des équations (7) on tire 

^x^-^y^ = z tang7« cos/ ; 

la courbe est donc tout entière sur un cône de révoiutioi 

autour de l'axe des z. Enfin, si, tirant cosa, cos(3, cos; 

des équations (i), a:, ^, ^ des formules (7), on forme Tex 

arcosa -+- r cosô -f- ZC0S7 , #^ 1 , 

pression — ^9 on la trouvera égale a 



^i — sin*7o sin*/. ' 

Ainsi cette courbe coupe toutes les génératrices du cône d| 
révolution sous un angle constant \ aussi lui a-t-on donn 
le nom à! hélice cjlindro-conique. Si Ton avait A: == o ol 

^ = o, c'est-à-dire p = const., la courbe serait une hélia 

tracée sur un cylindre de révolution. I 



' 
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Problème n» 51. 

Si une courbe à double courbure et la ligne des centres 
de courbure sont deux hélices tracées sur des cylindres 
dont les génératrices sont parallèles, la courbe proposée 
est une hélice tracée sur un cylindre de résolution, ou une 
hélice cjlindrO'Conique. 

Donnons d'abord les formules qui, pour une hélice quel- 
conque, font connaître les coordonnées du centre de cour- 
bure. Soient x^y^ z les coordonnées d'un point quelconque 
deThélice, x\y\ z* celles du centre de courbure corres- 
pondant; on a 

ar'=: j: -+-pcosÇ, j^' = j -+- p COS>j, z' = z -{- p CCS Ç, 

et, en remplaçant cosÇ, cos>j, cos^ par leurs valeurs (2), 
ppar sa valeur (4)9 on a 

_/ \ ds , 

af z= x : sm <p, 

(9) { , I ^5 

sm7o dif ^ 



z' = z. 



Diflerentions ces formules et remplaçons dx^ dy^ dz res- 
pectivement par — cosad'^, — -cos^rf^, —-cosyrfy ou par 

^sinyo cos(prf(f, — sinyo sincprfç, -- cos/o^?, dx' ^ dy\ dz' 

pard5'cosa', ds'cos^'^ dsf cosy'^^ où y\ est une constante, 
puisque le lieu des centres de courbure est aussi une hélice 
tracée sur un cylindre dont les génératrices sont parallèles 
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à Oz, et nous aurons 

d^ , cos'vo ds I . d^s 

— - cosa == -. — '- COSç -^ -. SUl O -_— î 

df^ sinyo aç smyo «y' 

, . , rf/ ^, cos^Vo . ds I rf'j 

^ ' af ' sinyo aç Sinyo dtf 

ds* , ds 

-COS7.= C08V.-. 

Faisant la somme des carrés et extrayant la racine carrée, 
on a 



ds' //d'A' 



et, en tenant compte de cette relation, la dernière des for- 
mules (10) donne 



ds //d'^s\^ ds^ 

sinvo COS70 ^ = cosv'o \/ (^^^j + ^^^'Vo ^' 



d'où 



d^s 

df COS70 ^/-7—^ r-, 

-±- = r VSin^'Vo— €05^7,. 

ds cos7^, 

Le premier membre de cette équation, d'après la for- 
mule (4)j n'est autre chose que siny^ ~; on a donc 

dp COS70 rir-i — r , 

ds sm7oCOS7o 

On est ramené au problème précédent. Si k est différent 
de zéro, l'hélice proposée est une hélice cylindro-conique ; 

si A = o, c'est-à-dire si sin'y© == cos*y'^ ou y[ = 70 ? 

l'hélice proposée est tracée sur un cylindre de révolution. 
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Problème n? 52. 

Montrer que^ si R' et R'' désignent les rayons de cour- 
bure principaux en un point quelconque de V intersection 
d'un ellipsoïde avec une sphère ayant le même centre, 
on a 



J/R'R" 

-^7 — -— - =: const. 
R' -h R" 



Soît Ax' -f- Bj^* -f- C-2* = I réquatîon de relHpsoïde^ le 
calcul donne aisément 

^"*"^= ÂBC 



^^= ÂBC ' 



d où l'on déduit 



V^R'R" (ABC)' 



R'-kR" A'(B-i-C)a:»+B»(C4-A)j'-l-C^(A + B)z^' 
ce que l'on peut encore écrire 

v(^' (ABC)"^ 

' R'+R'' ~ (A^^-+-B7'-f-C2»)(BC-hCA-+-AB)— ABC(x'+j2-hz») 

(ABC)* 



BC 4- CA + AB — ABC {x^-^y^ -^ z^) 



Soît la sphère x* -h j^* -f- ^' = R* *, le long de Tintersec- 
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tîon de cette sphère avec rellipsoïde, on aura 
^R^' _ (ABC)^ 



R' -I- R" BC -I- CA H- AB — ABCR»' 



ce qai est bien une constante. 



Problème n« 63. 

Exprimer les rayons de courbure principaux, en un 
point quelconque d'un ellipsoïde, à l'aide des coordon- 
nées elliptiques [â et v de ce point. 

Soit rellipsoïde î^ + -^ -+- ^^ = i, où A>B>Cî le 

calcul direct donne, en appelant R' et R'' les rayons de 
courbure principaux de la surface au point x^y^ z, 

R'-f- R":= [(B'-4- O) ^ -h (CM- A') Ç 4- (A» -4- B') g] 

I / T*^ y' z^ 

(•) j XVA^ + è + c^' 

Remarquons en passant que, P désignant la distance du 
centre de l'ellipsoïde au plan tangent au point x^y^ z^on a 

F ^ Â^ "^ R» "^ C^ ' 
et par suite 

Tfc/TQ// A M^ \J 



relation très-simple entre R', R'' et P. 
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Faisons maintenant 
A'=p\ B^=p^—b\ 0=p2 — c», d'où b^<.c', 

et considérons les trois équations 



p^ p» — 6^ c* — I*' 

et supposons i* <[ fx' <:^ c*, v' <]i'^ nous avons déjà 

p^ > c^ > ^►^ 

Ces trois équations représentent : la première, rellipsoïde 
proposé 5 la deuxième, une série d'hyperboloïdes à une 
nappe, et la troisième, une série d'hyperboioïdes à deux 
nappes, quand on fait varier les paramètres [i et v entre les 
limites fixées plus haut. On tire de ces équations (voir le 
Calcul différentiel de M. Serret, p. 5o5) 



I.) 



bc' 








&- 


-b^sjl»}- 


-b^sjb^- 


-v^ 




b>Jc^- 


~^>' 




&- 


- c^slc^- 


-p^V^?^ 


-v^ 



^c^^ b' 



Sur l'ellipsoïde, p est constant ^ fx et v sont les coordonnées 
^tiques qui permettent de fixer la position d'un point 
snr la surface. 

En portant les valeurs précédentes (2) de or, j^, z dans 
^68 expressions (i) de R'+R'' et R'R'', on obtient, après 
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quelques réductions, 

R'R''_ rp'-f^')'(p'- v')' 
p.(p._é»)(p._C»V 

et de ces deux équations on tire 

p y^pJ _ 6» ^p» _ C» 



R'= ( p'-f';Vp;-v' ^ (A»-(i') ' v^A'-v' 
p ^p' — 6» ^p» — c» ABC 



p v'p' — 6» V'p' — «^ ■'^'^ 

On peut déduire de là une conséquence intéressante ; on a 

Le long de la ligne de courbure, 

f* = const., R" est proportionnel à R'*; 

le long de la ligne de courbure , 

V = const., R' est proportionnel à R"'. 

Problème xï9 54. 

Démontrer que toute surface déueloppable qui admet 
une seule ligne de courbure plane est un hélicoïde rfeVe- 
loppable. 

Je prends {Jig- 20) le plan de la ligne de courbure pour 
plan des xy^. Soient A Tarète de rebroussement de la sur- 
face développable \ C la ligne de courbure considérée, qu'on 
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sait être une trajectoire orthogonale des tangentes à l'arête 
de rebroussement^ M et M' les points correspondants sur 
les deux courbes; x^y^ z] x\y^. z' les coordonnées de ces 
deux points^ u la longueur variable MM'; a, ^,7; Ç, >?, ^ 

Fig. 20. 




les angles que font avec les axes la tangente et la normale 
principale au point M de l'arête de rebroussement. Nous 
aurons 

j/ = X -h ttCOSa, ^'=:j-4- « COSp, z'= Z -f- WCOS7, 

et, en dijSerentiant et remplaçant dx par rf^cosa, rfcosa 

ds , 
par cos 5 — » p étant le rayon de la première courbure, nous 

aurons 

dàc'zn: ids -h du) cosa H- u cosÇ — , 

P 

ds 

(1) \ dy = (ds -h du) cos ^ -{- u cosTi — •* 

\ P 

ds 

dz' =2 (ds -t- du) COS7 -h u cosÇ — • 

P 

Or, la tangente en M à la ligne de courbure étant perpen- 
diculaire sur MM', on doit avoir 

da^ cosa -f- dy* cos p -f- dz' COS7 = o ; 

mais, si l'on multiplie les équations (i) respectivement par 
cosa, cos(3, cosy et qu'on tienne compte de la relation 
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cos« cos^ -f- cosP cosyj -h cosy cosî[ = o, on trouvera 

dx' cosa -\- dy* cosp -h dz' cosy =:zds -h du=:o, 
et les équations (i) deviendront 

da:= ucosi —9 

P 

dy = u C08>i — ï 

P 

rfz' =z a cos i; — • 

P 

Considérons la dernière de ces formules : tout le long de 
la ligne de courbure, 2'= 05 donc cos^= o, et, à cause 

de la relation d cosy == cos J^] — > il vient 

' ^ P 

dcosy =0 ou 7 = const. 

Donc les tangentes à Tarête de rebroussement font toutes le 
même angle avec Taxe des z ; donc Taréte de rebroussement 
est une hélice tracée sur un cylindre dont les génératrices 
sont perpendiculaires au plan de la ligne de courbure ; la 
surface est donc un hélicoïde développable. 

Réciproquement les lignes de courbure d'un hélicoïde 
développable sont des courbes planes situées dans des plans 
parallèles entre eux et perpendiculaires aux génératrices 
du cylindre sur lequel est tracée Thélice arête de rebrous- 
sement de la surface. En effet, si Taxe des z est parallèle 
aux génératrices de ce cylindre, on a cosy = const., par 

ds 
suite cos 21 == o, et la formule dz'= u cosT — donne 

P 
dz' =0 ou z'=z const. 

pour chaque ligne de courbure. 
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Problème n® 55. 

Démontrer que les trajectoires des génératrices recti- 
lignes d*un hélicoïde développable sont des hélices. 

Prenons [fig- ai) pour axe des z une parallèle aux gé- 
nératrices du cylindre sur lequel est tracée Thélice arête 
de rebroussement de la surface; soit i 1* angle constant de 

Fig. ai. 




la trajectoire avec les génératrices rectilignes ; conservant 
les notations employées dans l'exercice précédent, nous 
aurons, en remarquant que, y étant constant, cos^ est nul, 

ds^ cosa'= [ds + du) cosa -h « — cosÇ, 

P 

■ £i/cosp'= (^i!f-h £ftf)cosp -f tt — cos>î, 

dsf 0087'= [ds -^ du) COS7, 
cosi = cosa cosa' -f- cos p cos p' -f- cosy COS7', 

et, en tenant compte des équations précédentes, 
(2) ds' cos/ izzds -^ du. 

On tire du reste des équations (i) 



(3) ^=ry/{rf^4-rf«)'H-«^^'; 



1 
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l'équation (2) donnera donc 



d'où 



cos^ i {ds -h du)' -{- u} — cos'/= [ds H- duY, 



ds 
ds -\- du=.u —- coti, 

? 



L'équation (3) donne ensuite 



ds' z=z u-^ coséc/. 



P 
On a donc 

ds -4- du 



= CCS?, 



ds' 

et la troisième des formules (1) deviendra 

0057'= C0S7 co8« = const», 

ce qui montre que les trajectoires sont des hélices tracées 
sur des cylindres parallèles à celui qui contient l'arête de 
rebrous sèment. 
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EXERCICES SUR LE CALCUL INTÉGRAL, 



Problème n» 1. 

^-^^V^^(:c-+-a)(.rH-c) 
peut s'exprimer sans intégrale elliptique lorsque i' = ac. 

Je fais un changement de varîable; je pose y = -r -^ 

et en outre a = bk^ et j'en déduis, à cause de la relation 

h 



j'ai du reste 






et par suite 
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En faisant y * = u, il viendra 

du 



Sicj v/(i — « 



Sous cette forme, on voit que l'intégration peut s'efifectuer; 
elle s'exprimera par ud logarithme si c est positif, par un 
arc tangentes si c est négatif; dans ce dernier cas, il faut 
écrire 



V = 



— I /* du 

^J('-)\/(.-.)[(^)"-«]' 



et l'on a 



2 lu — I 

V= -=arctang 



[^-k),|^c ^\/ (t_±l 




-l-i\» 

=:ij-« 



En remettant pour u sa valeur en x, on a 



^= - ' '— arctangy/ ^^j;^^^')^ 



— lybx 

ou bien 



Qi\/—a (b — a)\fx 

V = — arc tang ^ ^ 



^ — a[X'\- a){x -+- c) 



Problème n^ 2. 

«Si F(j:) est un polynôme algébrique de degré moindre 
que 72, on a 

r^ Y{x)da: _ 1 ^""Tr/ M ^-^T 

Ja (^~c)«""i.2.3...(/2-i) £fc«-»L ^""^^^^ïrzr^J 



• / 



SI en est pas compris entre a etb. 
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On a, en eiSet, par la division algébrique, 

X — C X — c 

où E(a:, c) est une fonction rationnelle entière de x et 
de c; son degré par rapport à c est du degré m — i si F(x) 
est du degré m\ elle est donc au plus du degré n — a. 

Multiplions les deux membres de l'équation précédente 
par dx et intégrons entre les limites a et & de x: nous 
aurons 






C 



OÙ P(c) est un polynôme du degré n — 2 au plus. Nous 
supposerons que c ne soit pas compris entre a et & ; alors 
nous pourrons difFérentier les deux membres de Téquation 
précédente pai* rapport à c et difierentier sous le signe J\ 
nous aurons 

C^Y[x)dx ^,, , ^r^,M a — c'X 
I . .. = P'(c) -+- -7- F (c) log . 

Différentions encore n — a fois, et nous aurons, en remar- 
<juant que P^"-*) (c) = o, 

Si c était compris entre a et i, l'intégrale qui figure dans 
le premier membre de la dernière équation n'aurait plus 
de sens. 



T. — Rec, 
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Problème n» 3. 
f^ers quelle limite tend l'intégrale définie 1 



* dx 



quand a tend vers b^ a et b étant deux racines consécu- 
tives de V équation F(j:) =: o, et la fonction F(-r) étant 
positii^e dans cet intervalle? 

Mous pourrons faire 

(l) Y[x)=z[x-a)[b^.T)f[a:), 

et la fonction y (x) sera positive quand x variera de a jus- 
qu'à b. Soient a' et a" les valeurs de x qui correspondent 
à la plus grande et à la plus petite des valeurs de la fonc- 
tion y*(x) quand x variera de a à &^ la décomposition de 
Tintégrale proposée en ses éléments nous montre qu'elle 
sera comprise entre 

I r^ dx I Ç^ dx 



v//( 

Or on a 



/. 



dx Jx — a 

z=: 2 arc tang 



^[x — âf)(ft — x) ^b 

et Ton en conclut 



X 



£ 



* dx 



tt: 



'a s/{x — ii){b^x} 

l'intégrale proposée est donc comprise entre 



TT TT 

et 



a' et a" coïncident avec a quand b tend vers a, et Fin- 
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i3i 



légrale a pour valeur Exprimons /"(a) à l'aide de la 

fonction F et de ses dérivées. DifFérentiant deux fois Téqua- 
tion (i), nous avons 

F" [X) = -2/{x)-^(x- ^) /' (x) -H (x - a) ( J _ x)/" (x) . 
Faisons x = a^ i = a, et nous aurons 



/H = 



r'{a) 



Donc la limite de l'intégrale définie proposée *îst 






Problème n» 4. 



On partage [fig- 22) la différence PoPi des abscisses 
de deux points fixes Mo et M^ d'une courbe en n parties 



y 


Fig. 22. 


M 


1 






i^ 


-x* 













» p 


a 








I 


>i a; 



égales; on demande de troui^er vers quelle limite tend 
la moyenne arithmétique des ordonnées quand n croît 
indéfiniment. 

Soient Xq et Xi les abscisses des points Mo et Mi , j)^ =f[x) 
1 équation de la courbe, nh = Xi — Xq •, la limite à trouver 

est la même que celle de /N +/(-.+^) l L -+/<'«+"^) , 
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expression qu'on peut écrire comme il suit : 

h/(x.) -+- /t/(,r. 4- ^) + . . . + h/jx. -^ nh) 

nh 

OU, en remplaçant nh par x^ — Xq, 

hf[x^) -h ^/(.r, -f- A) -t- . . . 4- hf{x^ -^nh) 

Xx — ^« 

mais, quand n tend vers Pinfini, h tend vers zéro, et Ton 
sait que le numérateur de l'expression précédente a pour 

f(x) dx\ la limite cherchée est donc 






Résoudre la même question en supposant que ce soit 
l'arc Mo Ml qu'on ait divisé en n parties égales. 

Soit s la longueur de Tare compté d'un point fixe A de 
la courbe et terminé à un point quelconque dont l'ordonnée 
est^; la courbe étant donnée, j^ sera une certaine fonction 
de 5 

Soient So et Si les valeurs de s aux points Mo et Mi ; en 
raisonnant comme précédemment, on trouvera, poiu* la 
moyenne cherchée, 



— i— / 'F(s)ds. 



APPLICATIONS. 

î° On partage le diamètre d'une demi-circonférence 
en parties infiniment petites, égales entre elles : quelle 
est la moyenne arithmétique des ordonnées correspon- 
dantes ? 
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Soit cette moyenne M, R le rayon de la circonférence ^ 
nous aurons 



M 
R 



s 1^'^-' 



mais i ydx représente le quart de l'aire du cercle ou 

•/o 

-7-\ donc 
4 

2^ La même circonférence étant donnée, c'est sa péri- 
phérie quon divise en parties égales. 

On aura 

wR ttR 

M =: -—■ I ras z= - I sm =T flw = — • 

3° On dii^ise la base d'une cjcloïde en un grand 
nombre n de parties égales : quelle est la limite de la 
moyenne arithmétique des ordonnées correspondantes ? 

M = X aire de la cycloîde = X 3na^ = — • 

2fra 29ra 2 

4^ Même question quand on divise l'arc au lieu de la 
hase. 

La longueur de la cycloîde entière est 8a ^ donc 

Sa 



"=àX 



Xds, 



On a, dans ce cas, entre j^ et s^ la relation 

8as — s^ 



y = 



8a ' 
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on en conclut 

La 

5® Par un des foyers d'une ellipse, on mène des rajons 

"vecteurs faisant entre eux des angles égaux à — \ trouver 

la limite de la moyenne arithmétique de ces rayons vec- 
teurs. 

On aura évidemment 



^^ Jo 



2n 



Soit r = Téquation de l'ellipse : il viendra 



I -H e CCS 



^ItJq H-tfCOSÔ ÎT I 



^dB 



On a 




^dB 




B G 

e)cos' — h(i — «)sin-- 

' 2 ' 2 




d tang - 



B B M ô 

H-^)cos'- + (ï — e)sin*- f ï-+-é^H-(i — ff)tang'- 

2 A 



^/i 



arctang(y/l-^^tang^j 



const. 



Pour 6 = o, nous avons arc tango, que nous pouvons 
prendre égal à zéro ^ mais, pour = air, nous avons encore 
arc tango : quelle valeur faut-il prendre cette fois? La ré- 
ponse est facile : la dérivée de notre arc tangente, par rap- 
port à 5, est ; elle est toujours positive : donc Tare 

croît toujours ^ pour = tt, l'arc dont la tangente est in- 
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finie doit donc être prîs ici égal à -> et enfin, quand nous 

arrivons à Tare dont la tangente est nulle, nous devons 
donner à cet arc la valeur tt \ nous avons donc 

la moyenne cherchée est donc égale au demi-petit axe de 
l'ellipse. 

6** On divise le grand axe de V ellipse en n parties 
égales : quelle est la limite de la moyenne arithmétique 
des rayons "vecteurs correspondants? 

I /•-+-* 
M = — I T dx, 

X étant r abscisse comptée du centre ^ on a 

ex r ex' 

r=za 9 I rdxz=. ax 

a J ia 



CODSt. , 



X 



-\-a 

rdx z=.ia}^ M = « ; 
— a 



la limite cherchée est donc égale au demi-grand axe. 

Problème n^ 5. 

On considère une courbe Jermée et un point O dans son 
intérieur ^ on partage Iç périmètre de la courbe en un 
très-grand nombre n de parties égales. Soient N l'un des 
points de division, p le rayon de courbure en ce point, 
p la distance du point O à la tangente en N. On demande 
de trouver la limite de la moyenne arithmétique des va- 
leurs du rapport ~ quand n croit indéfiniment. 
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Soit / le périmètre de la courbe; nous aurons 

l'intégration s'étendant tout le long du périmètre; dési- 
gnons par Cf. l'angle que fait la normale au point N avec Ox^ 

à cause de la relation p = -— , nous pourrons écrire 



dcL 



M 



= \Jpda. 



Considérons {Jig, 23) la • pourbé" comme l'enveloppe de 



Fig. 23. 




ses tangentes ; l'équation de la tangente est 



xcosa -f-j^sina =p; 



en en prenant la dérivée par rapport à a, nous aurons 

dp 
— orsina -h jKCOSa = -~» 

aa. 



et l'on voit sur la figure que — xsina -j-j-cosa 
Les équations précédentes donnent 

dp 
x=ip cosa — — sina, 

aa 

dp 
Y ■=.p sm a + -f- cos«, 

doL 



= NP. 
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et l'on en déduit, par différentiation, 

dx = — ( /> H — t4* ) sin ada = — ds sma^ 



flfr = -h ( D -I — -^ I cosadoL = -hdscosa, 



On a donc 



'^=(^+S)''»' 



en intégrant, il vient 

s=fpda+-. 

Si Ton intégre tout le long de la courbe, -^ = NP reprendra 
la même valeur ] on aura donc 

et par suite 

M = i; 

la limite cherchée est égale à l'unité. 



Problème n<» 6. 

On donne une courbe fermée dont on partage l'aire en 
n parties égales par des parallèles aux axes des x et 
des y 5 on joint un point de chacun de ces éléments à r ori- 
gine des coordonnées; soient Tj, rj,..«î r„ ces rayons 
vecteurs : on demande la limite "vers laquelle tend la 
moyenne arithmétique de ces rayons quand n croît indé- 
finiment. 

Il faut trouver 



n nà.v^jr 



1 
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mais le numérateur de cette dernière fraction a pour limite 
Tîntégrale double ffrdxdy^ étendue à tous les points si- 
tués à Fintérieur de la courbe donnée, tîAxAj^ a pour 
limite Faire S de cette courbe^ nous avons donc 



-hlJ 



M = — I I rdxdy 



OU, en coordonnées polaires. 



-ï " 



M = ~ / 1 r-^drtm. 



On peut effectuer Fintégration par rapport à r. Soient 6' 
et ^" les limites extrêmes de 6 : pour chaque valeur de ô, il 
faudra intégrer, relativement à r, de r' à r" ^ r' et r'' dési- 
gnant deux fonctions de 9 5 la limite cherchée sera donc 



M 






APPLICATION. 



La courbe est une circonférence et l'origine des rayons 
vecteurs est sur la circonférence. 

On a, dans ce cas, 

r'=. 6, r*'=i 2 a €0s9» 

Relativement à 6, on peut intégrer de6 = oà9 = -et dou- 
hier le résultat^ on trouve donc 

M=::r — - / cos*0^ô =: -;r-^ / ( 7 cos30 4- 7 cosôWg; 

S'TûVo ^'^ Jo \4 4 / 
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l'intégrale indéfinie est 

I 3 

— sin3G -h -7 sinô; 
12 4 

l'intégrale définie est, par suite, égale à -; donc 

o 

M = • 

97r 

Problème n^ 7. 

On considère le volume limite par une surface fermée^ 
on le partage en n parties égales par des plans parallèles 
aux plans coordonnés, on joint un point de chacun de ces 
éléments à l'origine des coordonnées : on demande la 
limite vers laquelle tend la moyenne arithm,étique de ces 
rcefons quand n croit indéfiniment, 

H faut trouver 

M = lim 

n 

,. /"i A.rArAz -f-, . . + r^A^jArAz 
= lim — . • 

Soit V le volume du corps, on aura 

"^ — y ' 

en prenant des coordonnées polaires, il vient 

M = i Ç Ç Çr^drsmBd9d^=: ^ C C [r''*-^ r'*)sin9d9dj,, 

en désignant par r' et r'^ les limites, fonctions de et ^, 
entre lesquelles il faudra intégrer par rapport à r. 
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Problème n« 8. 
Trouver la valem* de l'intégrale définie 



r 

•/ — ao 



00 



U,„ et U„ étant les polynômes définis (p. aS), à l' occasion 
de la dérii/ée d'ordre n de la Jonction e""^ . 

On à posé 



dx" 






Si donc, dans la fonction e""'^, on remplace x par j: -h A, 
et qu'on développe par la série de Taylor, le coefficient de 

sera e~''U„ \ ainsi Ton aura 



I .2. . .71 

ou bien 



(x+A).^ ^«/, ^ ^u,-f- ^U,-t- . . .) 



I 1.2 

On aura de même, en remplaçant h par Ar, 

^,A^*i = I ^- 1 U, + — U, -h . . . . 

I i.a 

Multipliant membre à membre les deux équations précé- 
dentes, il vient 

^^J^ 1.2... m I.2.../Z 

m et 7Z pouvant dans le second membre recevoir toutes les 
valeurs entières et positives^ je multiplie les deux membres 
de l'équation précédente par dx^ et j'intègre de a: = — oo 
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à X = -f- 00 , ce qui me donne 



00 






Or, en posant a:-i-A-f-A: = t, ona 



/-+-00 /»-+-00 

-00 */ — 00 



Nous avons donc 

Cette équation doit avoir lieu quels que soient h elk'^ or le 
premier membre ne dépend que du produit hk j il doit en 
être de même du second \ donc tous les termes de ce second 
membre, dans lesquels m est différent de tz, sont nuls; 
ainsi nous trouverons 



/_ 



00 



e-''V„Vndx = o, 

— 00 



quels que soient les entiers m et n^ pourvu qu'ils soient 
inégaux. 

Réduisant le second membre de l'équation (i) aux seuls 
termes dans lesquels /ti = tz, il viendra 



^ Z^(l.2.../ljV~oo 

Or le développement du premier membre est 

^ 1.2. . .w' 
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il doit être identique au second membre \ nous aurons donc 

^ 1.2... 71 (l .2. . ./Z)^ J_Qo 

d'où 

I ^-''U^ûfjî^r: 2.4.6. .. 2«Vîf. 

«/ — 00 

Problème n® 9. 
Trouver la valeur de V intégrale définie 



X 



"^' sina 



/£r. 



, I — 2xcosa4-Jf 

Soit posé 

n ^ T"*"' sina _ 

j(a)z=: I ■ djci 

^ ' J__j I — 2^COSa-f-4?' 

on voit d'abord que 

/(a + 7r) = ~/(a); 

on a, en effet, 

^ J__ , I -h 2.r cosa ■+- x^ 

si, dans cette intégrale, on pose x^= — x\ elle deviendra 

/"^' sina , , _ , 
da/ = —/(a ; 
_, i-+-2ar»cosa-i-x'2 -^^ ^' 

on a donc 

/(«-f.7r)=--/(a), /(a + 27r)=~/(a+7r)=/(a) 

La fonction y*( a) est donc périodique, et il suffit d'obtenir 
sa valeur quand a est compris entre zéro et ir. Faisons la 
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substitution suivante : 

(i) X — cosa=:i/sîna, 

d'où nous déduirons 
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(2) 



sma 



h 



I — a^coss 
sina 



du 

dx "=. 1 



X' 



2a?cosa -+- X 



1 4-tt'' 
-^dx=z arc tang u -f- const. ; 



pour X =^ — I , 



u 



I -f- COSa a /« ir\ 

= _cot- = tang{---j; 



Sina 



1 I 



pour X =^-{~i^ 



l — iCOSa a 

u = — . =: tang - ; 

sma 2 



la dérivée de arc tang u est positive, d'après la formule ( 2 )^ 
ainsi, x variant de — i à -f- i , arc tangu doit aller en crois- 
sant d'une manière continue \ donc , si , pour x = — i , 



r f 



(X, TT 

nous prenons u= y quantité négative j pour x = -f- 1 , 



a 



nous devrons prendre u= -> quantité positive 5 il en résultera 



r: 



sma TT 

■ dx =r — • 

I — 2a:cosa -I- .r' 2 



Ainsi la fonction f{oc) [fig- 24) est égale à - pour a 

Fig. 34. 
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compris entre zéro et tt, à pour a compris entre ir et 
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n 



2 TT, an — pour a compris entre 2 tt et 3 tt, . . . 5 si donc, 

prenant a pour abscisse, on construit le lieu j^ =y*(a), il 

se composera des droites MN, M'N', M'^N'', 

11 est facile d'obtenir une expression en série trigono- 
métrique de la fonction y (a ) ^ il suffit, en effet, de partir de 
ce développement connu 

sina . . . , . o 

■ = sma 4- a smaa -h or* sm 3 a -+- . . . , 



I — 20? cosa -^ X- 
et de remarquer qu'on a 



/_ 



2 

.r"rfa:=:o ou = 9 



_, w + l 

^^ I • 



suivant que n est impair ou pair pour arriver à ce résultat 
/(a) = 2 ( sina -h ^ sin 3a -H ^ sinSa -f- . . . j . 

Il resterait toutefois à établir la convergence de la série 
ainsi obtenue. 

Ce qui précède est extrait presque textuellement d'une 
Note de M. Hermite publiée dans le Bulletin des Sciences 
mathématiques, rédigé par M. Darboux, 1. 1, p. 322. 

Problème n<» 10. 

Calculer la longueur S d^un arc M'M" de cycloïde en 
fonction de la somme des longueurs V et V des tangentes 
M'T et WT en M! et M" et de leur angle a. 

Prenons les équations de la cycloïde sous la forme 
j?=a(y — sin(}}), yz=:a{i — cosy), 

et désignons par cj^' et <Sj[' les valeurs de y qui répondent aux 
points M' et M'^, dont les coordonnées seront 0:^, x"/'- 



EXERCICES sua LE CALCUL INTÉGIIAL. l45 

Nous aurons 



S = Aa ( cos - — cos ~ 

\ 2 ay 



? — y __ . 



2 

les équations des tangentes en M' et W peuvent s'écrire 

• ?' ?' • ?' / y' 

r sin -^ X cos ~ = a« sm * a® cos — 9 

•^2 2 2^2 

<!r u n n 

9 9 «9 9 

r sin^^ a: cos— = 2^1 sin-^^ «9''cos — ^ 

2 2 2^2 

Résolvant ces deux équations, on aura, pour les coordon- 
nées OTi et y 1 du point de concours T des deux tangentes 

9 "^"^ 9 9 9 « 9 9 

ar.sin ~ ^ = *^ tf 9" sip — cos ^^ — h «© sin — cos - > 

2 ^22*22 

9 "~~ 9 «9 ""^ 9 / 9 9 

jTxûa ^ == 2â sin a[i^" — ç') cos — cos —• 

2 j» 22 

On calculera les longueurs V et l" par les formules 

/' sin — = x. — x\ V sin — =z xf^ — x* , 
2 2 

et l'on trouvera, après quelques réductions, 



ç"_/ \ 



9' 9^" 

/' =: 2fl I COS ^^ COS — 



sm 



o — 9 



9" 9' 2 

/":=a<ï| — cos — -h cos -î^ >7 j |, 

2 2 . 9"— 9' " 

sm-i ^ 



d'où 



/'+/*= 2a (cos? cos— i 

V 2 2/ 



T. — Rcc» 
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et Ton en déduit, en introduisant S et a. 



S 



__:i{i'-hr) 






sma 



Problème n» 11. 

On considère une courbe et un point fixe 0\dece point 
on abaisse des perpendiculaires sur toutes les tangentes de 
la courbe; le lieu des pieds de ces perpendiculaires est 
une nouv^elle courbe sur laquelle on opère comme sur la 
première; on continue ainsi, et l'on obtient la série des 
podaires de la courbe proposée relativ^ement au point O \ 
on demande d' exprimer les différentielles des arcs de ces 
courbes à l'aide des quantités relatii^es à la proposée. 

Soient {Jig- aS) M, Mj, Mj,. . . la suite des points dé- 
finis précédemment; Vj, Vj, V^,... les angles OMMi ; 
OMiMj, OMjMg, ... ; tous ces angles sont égaux entre eux 




{voir Frenet, p. i45). Représentons par6=/(r) l'é- 
quation de la courbe proposée, et nommons r, , 9i ; r^, 0, -, . . . 
les coordonnées des points Mi, M^, Nous aurons 



tangV,= ^" = tangV; 



ainsi nous arrivons à cette relation simple 



dB„ __ dB 
cir^ dr 
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D'autre part, nous avons 

r, = /-smV, 

r.^:=: r» smV,= rsin'V, 



> 



(i) r„r=rsin"V; 

la formule cosV„= -~ = cosV= -r; nous donnera 

a J„ • as 

(2) ^j„=^r„Y/i+-^-^. 

Il ne nous reste qu'à substituer dans cette expression de 
àsn la valeur de r„ tirée de Téquation (i), en tenant compte 

~dr 

de la relation sinV= — : — ; prenons r pour variable 

indépendante, et nous aurons 

rf'9 , ^d% d6' 

ds.= ( -r- I i^, rdr. 



-= m" 



Prenons comme exemple, pour la courbe proposée, une 
circonférence de rayon a, le point O étant sur cette cir- 
conférence; nous aurons pour équation de cette circonfé- 
rence 

r=z la cosQ; 

un calcul facile donne 

dsn = 2(n -h i)a cos"ôc?0. 

Si Ton veut trouver la longueur de l'arc de la /i'*'"* courbe, 
qui correspond aux valeurs de 9 comprises entre zéro et -> 

10. 
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on auia 



îr 



/ \ r^ -ATA 2.4.6. . .(/l — l) (« -f-l) 

Jf, 3 . 5 . 7 ... 72 

Si n est impair et si n est pair, 

^ 1.3.5. . .f/i — i)(/i-f-i) 

hn — • j—^ ira, 

2.4*0. . .n 

Dans ce cas, on peut trouver facilement l'équation delà 
^ikme podaire ^ on a en effet 

tangV = --cot^ V=:--hO, 
e« = (/î -»-i)ô, r„=rcos«0=:aaco8('»+'>0, 

d'où 



( ^- \ 

:=:7,a\ COS J 



r„r=:2fllC0S I • 



Remarquons encore le cas de Thyperbole ëquilatère, le 
point O étant le centre de cette hyperbole, dont réqualion 
sera par conséquent 

on trouve 

V = - — 2Ô, Ô, = —(a«--i)0, r„=a(cos2Ô)""i" 

par suite, Téquation de la podaire ti**"** est 

an— I 



rn 



= a ( cos • I 

\ 2/1 — 1/ 



La longueur de Tare de cette courbe ne dépend que des 
intégrales elliptiques. 
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Problème n» 12. 

Calculer la longueur de la courbe qui a pour équation 

± 1 

Cette équation peut s'écrire 

Nous voyons ainsi que la courbe se compose de quatre par- 
ties égales à celle située dans l'angle des coordonnées posi- 
tives, et que, pour cette dernière, j est compris entre zéro 

ds I ^x^ 

et a. Cherchons — - = i / i-j- -—^ \ après des réductions 

faciles, nous trouverons 

ds" _ c? 

d'où 

t 

On peut intégrer, car j^ ^ est, à un facteur constant près, la 
différentielle de a^ — y^ 5 on obtient ainsi 



= ^^a'^a'- -' 



y -^^ const.; 



faisant j- = a, puis y = o et retranchant le second résultat 
du premier, on a pour le quart de la longueur de la courbe 

-— •, la longueur entière est donc égale à 6a. » 



l5o DEUXIÈME PARTIE. 

Problème n« 13. 

Trouifer l'aire de la courbe x*"-f-j*'* = a'(^)"~S 
n désignant un nombre entier positif. 

Posons yz=ztx^ t étant une variable auxiliaire^ nous 
aurons 

d'où 

n — t 

)Jl 4- t^ ! 

n-4- r 
t~^ 

^I + 1^ 

Si n est pair, t doit être positif; la courbe se compose de 
deux parties égales situées, Tune dans Tangle j:0/, l'autre 
dans l'angle a/Oy . Pour f = o, x ely sont nuls •, la courbe ' 
part de l'origine où elle est tangente à Ox; t variant de 
zéro à -h 00 , on a une boucle revenant à l'origine, tangente 
à Oj. La courbe se compose donc de deux boucles égales; 
il y en aurait quatre, si n était impair. 
Soit u Taire du secteur OMA 5 on a 

On aura donc 

%u = à}\ -dtzzz— I --T-- 

Or 

/de'' 
— - = arc tangf» 4- const. ; 
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l5l 



on en déduit 



X 



00 



dt'' 


1-4- (^»)^" 


lu ; 



TT 

-? 

2 



in ' 



•ko: 



donc, si n est pair, Taire de la courbe sera — ; elle sera 

* %n 

ira' . 

— SI 71 est impair. 
Soit ON (fig- 26) le rayon vecteur maximum^ on trouve 

Fig. 26. 




0N= a-, donc Taire de la courbe est la 2 «•'"'* partie ou la 
;j«è«e partie Je Taire du cercle dont le rayon est ON. 



Problème n» 14. 

Un cône et lui paraboloïde {fig> 27) de résolution ont 
même sommet, même axe, même base; on considère une 

Fig. 37. 




sphère décrite sur leur axe comme diamètre, on demande 
de tromper le volume compris entre Içs trois corps. 
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En désignant par a le demi-angle au sommet du cône, 
par R le rayon de la sphère, les équations du paraboloïde 
et de la sphère seront 

■^'-+-^'=: aRz tangua. 

Prenons des coordonnées polaires, et les équations de nos 
trois surfaces deviendront 



Orrr 



r a- 



aRcosO 

sin'Ô 

7 1— aRcosO, 



côiie, 

paraboloïde, 

sphère. 



On voit {jig» a8) que, si tang*a est plus grand que i, 
le raypn vecteur du paraholoïde sera toujours plus grand 



Fig* 28. 




que celui de la sphère; si, au contraire, tangua est plus 
petit que i , le rayon vecteur du paraboloïde ne sera plus 
grand que celui de la sphère qu'autant qu'on aura 

tangua >. sin'ô ou tanga ^ sinô ; 

il y a donc deux cas à considérer : 

1° OL^ j\ c'est le cas de la jig, \\ le volume dont on 

cherche la mesure est engendré par la partie oml>réfi àt 
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, W 



celte figure^ 9 varie de a à ~> et, pour des valeurs données 

1 n t • j T» A ^ aRcosô , 

de Q elw.r varie de an cosw a — : — -— tanc'a: nous aurons 

donc 

7c aRcosô, , 

- — r-T7- teng" « 

f rf^l* / sinBdQ I r'dr; 

O J% «/a R €Q6 

on en tire, en effectuant deux des intégrations, 



V — i^^' ^ ^ 



Ç "" cos»Ô f Î^Cr — sine^ ^0^ 



l'intégrale indéfinie relative à est 

tang'a /a i \ cos*ô 

on obtient sans difficulté 

47rR» 



V 



=: -î-^ — (tangua — cos*a), 



expression qui, pour a =r. -, est égale à îtR*. 

2^ a <^ 4 ; c'est le cas de ^^fig- 25 le volume dont on 

s'occupe est engendré par la révolution de la partie ombrée 
autour de Oz. Soit sin^i = tanga \ nous aurons 



a R cos 

tang'a 



a «/aRcosd 

iÔttR» f^» . /tang«a . \ ^^ 
z:: r — / COS'Ô - . °^ — smô)//©. 



I 
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On trouve, en achevant les calculs, 

I 

V=-'-5 — tang«a(cos*a + 3cos*a — i), ' 

expression qui, pour « = t> se réduit bien aussi à ttR*. 



Problème n» 16. 
Trouver la valeur de l'intégrale 



JJ \/(-^ 



-^^*-4-a'— ^"j^— 4(^*"- ô")^* 



étendue à tous les points situés à l'intérieur de l'el- 
lipse 

Je prends des coordonnées polaires, en faisant 

a: = rcosO, j^ = rsinO; 

pour chaque valeur de 0, r* variera de o à , . ,^ =- -; 

^ ^ ' a'sin^e -4-^'cos'd' 

dx dy doit être remplacé par rdr d^\ j'aurai donc 

ah 






Or 

rdr 



/; 



V'(r'-f- a^— ô')*— 4(a»— ^'2)r»cos'Ô 



=^/; 



V^[7^+ (û'— *'j(i— 2cos^e)]»-+- 4(o^— ^>')'sin*e cos^O 

= - l0g[/* + (a^— 6») (l — 2COS'0) 

-l-V^(r8+a'—é')^ — 4(a*— 6»)r»cos^9]. 
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En suLstituant à la place de r' ses deux limites, on trouve, 
après quelques réductions, 

I /*^^ ,., r «'sin^ÔH- ^'cos^ôl 

^ Jo ^^ \ ^^^^' J^Jo ^''^^''''^'^^' 

Or on a ("voir Frenet, p, a85) 



Te 



Jl log sin i/o = log2, 
o ^ 



doù 



3 



1 log ûn^BdB = — TT log 2, 



o 



' log sitt}BdB = — 4^^o&2, 
o 



o 



/»aw 

I log4 dB = 4»? log2, 

Jo 

Jr* lit 
log4siii*Ô£f6 = o; 
o 



il restera donc 



I r^^ ... f,aHin^B-hb^cos'B\ 

mais, en posant é^*^= z^ il vient 
, a^ ân^ô -h è^ cos'ô a^ b / a — b \ f a— b \ 

le module de r z est égal à r-j comme celui de 

a -^ b " a -^ o 
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7 z~^ 5 ces modules sont donc plus petits que i ; oi^ 

pourra donc développer 



>«&('- jtI*) '' ^°K— Jt4"~') 



» 



suivant les puissances de z, en séries convergentes ; faisant 
ces développements, remplaçant z -\~ z"^ par a ces 26 ^ 
z' -h -3~* par 2 cos 40? . . . , nous trouverons 



, /,a'sin'9 -f-è»cos'9\ 

i«g(4 ^^r^^ — ) 



la-by 

. a-^b a — h ^ \a -^ b j ,^ 

log V — 2 ^- C0S2Ô — 2 -^ COSA Ô 

a — o a -h b 2 



Multiplions par dO^ intégrons de zéro à 2 7r en remarquant 
que 

J(<»27r /»27r 

cos20é/Ô = o,* / cos^BdBz=o, 
o «/o 

et il viendra finalement 

_ . a-\- b 

V=:7rlog ^: 

a — b 

telle est la valeur de l'intégrale cherchée. 

Problème n« 16. 

— étendue à. tous 

les points de la surface de l'ellipsoïde représenté par 
l'équation 

.r* y» z^ 
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dS représentant un élément de la surface et P la distance 
du plan tangent à cet élément au centre de l'ellipsoïde, 

Soît V l'intégrale chercliée^ on a 

^dx dy six -f-/?'^- q^ 



If'^ 



Or l'équation de rellipsoïde donne 






d'où l'on tire 






On a du reste 



V «* "^ ^ "^ ë"^ 



il viendra donc 

dx dy 



-'•//(S-?-9 



ou bieU) en remplaçant z par sa valeur c i / i-r- --^ — t^? 

Fixons les limites des intégrales \ l'intégration doit s'étendre 
à tous les points compris à l'intérieur de l'ellipse dont l'é- 

quation est — -h "t; :^=î I ; 3C variera de — a à-|-a, et, 



«» h' 



pour chaque valeur de* jr, y variera de — t i/ i 5 à 
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-f- i i / i — -^ ) on peut réduire ces limites, pour x à zéro 

et a, pour j^ à zéro elb^ i ^5 pourvu qu'on multiplie 

par 4 le résultat obtenu^ il faudra encore le multiplier 
par a pour tenir compte de la moitié de la surface située 
au-dessous du plan des xy ^ nous aurons donc 



i 



\/-s ,,_, 



a* b' 






o 
pour intégrer par rapport à j", nous poserons 



• . / 



jr = b^i-±sia<t; 



tt 



(P variera de zéro à -5 et il viendra 
* 2 



8è C" r 



X i-f- 



En remplaçant sin'ç par \ — y cos 2 g>, on trouve que l'inté- 
grale indéfinie relative à cp est 

,^__,.^.^__^,__jj^_^|^,^^jsxn2,; 
l'intégrale définie est 

il nous faut maintenant multiplier cette quantité par dx^ et 
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intégrer entre les limites zéro et a, ce qui n'offre aucune 
difficulté ^ nous obtenons ainsi 

3 abc 

Problème n^ 17. 
Calculer l'aire de la surface 



. [e'—e-' ér—€r-r\ 
■= arc sin I | 

\ 2 7. ) 



comprise entre les plans x= Xo et x =. Xx\ montrer quen 
chacun des points de cette surface les rayons de courbure 
principaux sont égaux et de signes contraires. 

Il s'agit d'évaluer l'intégrale double 



'.'] 



=//v/-(ê)-{iy-^^ 



étendue à toute cette partie du plan des xy comprise entre 
les droites a: == x© et x = x^^ sur laquelle se projette la 
surface. Nous allons faire un changement de variable \ 
posons 

(2) _^ = X, — — -=Y. 



Nous déduirons d'abord de là 

(3) !:±fr = ^7Tx^. fjii£r = ,/7:^-.; 



et, en differentiant les formules (2), 

(4) dx:=i'-==> djrzzz 



V^H-X» v^i + T'' 
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réquation de la surface deviendra 

z = arcsin(XY); 
on en tire 



dz Y 


dz 


dy^ sji x=Y^' 


dY 


on a ensuite 





V^i — X»Y= 



dz dz dx I dz 
du dx dX. Ji x^ ^^ 



d'où 



dx ^ dX v/i — X*Y^/ <^r v^i— X'Y^ 

d'où 

/dz\^ (dzy_ i4-X'Y»-+-X«+Y' __ (i-f-X')(iH-y 

'"*"V;SJ "^Vrj "" i-X>Y» "^' i~X^Y^ ' 

On sait que, dans le changement de variables, dxdy doit 
être remplacé par 



Idx dy dx dy\ , 



ou bien, comme x ne contient pas Y et que y ûe contient 
pas X, on aura simplement, en remplaçant dans l'expres- 
sion (i) le radical par sa valeur (5), 



J J dXdY ^t _ X'Y' 
remplaçons -p^ ^^ "Ty P^^ leurs valeurs (4)» nous aurons 
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l6l 



simplement 



JJ s/i-^n^' 



Voyons (Jig. 29) quelles sont les limites de nos nouvelles 




j variables; d'après la nouvelle expression de z, on voit 

j qu'on doit avoir 

— i<XY<i; 

le point XY doit donc être compris entre les hyperboles 
qui ODt pour équations XY = i et XY^ = — 15 pour chaque 

valeur de X, Y variera de — ^ ^ "^ SF ' enfin X variera 

de Xo à Xi, ces valeurs étant définies au moyen des données 
par les formules 

e'o — e~'o e*i — ^~*t ^ 

2 2 

nous aurons donc 



Ao J_i^ v/' — X' 

X 



Or 



/ 



= r- arcsmXY-{- const.; 



v/i — X^Y2 X 



T. — Rec, 



1 1 
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donc 

/ -=== = - et S = 7r/ -:^=jrlog— -5 



ou bien 



S = ir log • 



e*o — (T'-'ù 



Pour résoudre la secdnde partie de la question, il nous 
suffit de montrer que, pour tous les points de la surface, 
on a 

(6) (l -t- q^)r-h (l 4-/?')^ — lipqs = O. 

Nous avons déjà 



Yi/i+X' Xv/H-Y' 

p = - --- > <7 = - -, 

V^i — X^Y» V^i — X^Y^ 

diiTérentions ces formules, et, dans les premiers membres, 
remplaçons dx et dy par leurs valeurs (4), nous trou- 
verons 



'' ^rfX-+- -:=L=dY 



Vi+X' V^i-f-Y' 

V'i+X'fi — X'Y»)' (i— vX'Y»)' 

* rfX-f--=L=rfY 



Vi-f-X' v/'+"ï' 



^.H-Y.^^^^__XY(i+X^^y^ 



(i — X'Y^)^ V'» + Y»(i — X^Y')' 
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d OÙ l'on tire 

XY(i + Y») v/rrxVi'^ïY^ • XY(H-X') 
r=^ i ^, #= . — 9 /= j» 

(i-X»Y^)^ (i-X'Y^)"^ (i — X^Y»)^ 

/ ,N / . .X, XY(H-X')(H-YO 

par suite, réquatîon (6) est identiquement vérifiée. 



(') 



Problème vfi 18. 
On demande de trouver la valeur de V intégrale double 

* ^ djcdy 



%Jo «/o 



{c^-h x^-^y^) 



2\» 



en passant des coordonnées rectangulaires aux coordon- 
nées polaires. 

On sait que, dans ce changement, dxdy doit être rem- 
placé par rdr dO^ de telle sorte que l'intégrale proposée va 
devenir 



lî) 



/* /• rdr M 

J J {<^-^r'f 



Reste à fixer {fig» 3o) les limites entre lesquelles on doit 

Fig. 3o. 



y 


N 


G 




^ 


M 





J 


i a? 



intégrer-, or, dans Texpression (i), les intégrations s'éten- 
daient à toute Taire du rectangle OACB, dont les dimen- 
sions sont ael b'j ici tant que 9 sera plus petit que l'angle 



II. 
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COA5 dont la tangente est -» on devra intégrer par rapport 



a 



à r depuis zéro jusqu'au rayon vecteur OM de la droite AC, 

a 
cosO 

: o iusau'à r = ON = . 

smO 



lequel est égal à — r •, pour 6 plus grand que COA, on devra 
intégrer depuis /• = o jusqu'à r = ON == -r— \ l'expres- 



sion (2) va donc devenir 

ha ff b 

arctang- r - -r— 7 

X X (^'-i-'-r j b X {^'-^^j 

arc tang - 
a 



rdr 



Or 

rdr T 



/ 



(c'-Hr»)' 



Vc^H- 



-I- const. 



Nous trouverons donc, pour l'intégrale cherchée, 



h 

arc tang - 






2 






arc tanj - 



On voit qu'on peut effectuer les intégrations : nous avons 
indiqué cette méthode pour montrer comment on fixe les 
limites des nouvelles variables*, mais elle n'est pas la plus 
courte. Revenons à l'intégrale proposée, et intégrons d'a- 
bord par rapport ky^ nous aurons 



/, 



âT = ., . ^, ^ -i- const. , 



^c^^x^^j'Y '''^''' v/7^4-c^ + .r 
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d'où 

et Tintégrale chercliée devient 

dx 






on a 

dx I ^ èx 

=r = - arc tang — =: H- const,, 



J [c' 



et l'on déduit la valeur demandée 

'^ /•* ^.iT^r T ab 

tang 



/*'' /•'' dxdy î 

I / it = *- ^ï'C t^ 

t/O */'o /^J_i ^2 •_ v»"!^ ^ 



Problème ii<> 19. 
On donne l'équation différentielle 

(i) [ax 4- ^j) ^.r -h (a' or -h b'x)df = o, 

ott a, i, a', J' 50/zC rfe5 nombres commensurables ; on de- 
mande dans quels cas l'intégrale sera algébrique. 

On sait que, pour intégrer l'équation (i), on pose 

Xz=xz; 
on trouve ainsi 

[a'h[b'{-a')z -h b'z^]dx -h («'-f- b'z)xdzz=zo 

OU bien 

dx (a' -+- b'z)dz 

X ~^ a'h{b-haf)z-+'b'z^ 
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Soit posé 



^ . h'z A B 



dx Kdz Bdz 

H r=0. 



et nous aurons 



jr z — a z — p 

Intégrant et désignant la constante par logC, il viendra 

logar-+- A log(z— a) -+- B log(z — P) == logC, 
d'où 

^(z — a)^(z — P)B = C 



OU, en remettant - au lieu de z^ 



H faut qu'en élevant les deux membres de cette équation à 
une certaine puissance /i, les exposants deviennent entiers. 
Soient donc m^n^p des nombres entiers 5 on doit avoir 

^=-T'> B=:j, A-hB — i = Ç, 
h h h 

d'où 

A B A-hB— -I A + B I 

m n p /?H-/i m-^n — y?' 

on tire de là 

A=: , B = 



iw-h/î — p m-hn — p 

Il faut donc que A et B soient commensurables, et cette 
condition nécessaire est d'ailleurs suffisante. Or, dans la 
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décomposition de l'expression (i) en fractions simples, 
on a 









et il en résulte 



2Br=I — 



^(è4-«'j'— 4aZ>' 



A et B devant être commensurables, a' et b' Tétant par 
hypothèse, on voit que la condition cherchée est que le 

radical ^{b-\- a'Y — 4^^' soit commensurable. 



Problème n^ 20. 

1° Montrer que l'équation 

admet un facteur homogène, de degré — 3, rendant le 
premier membre une différentielle exacte; 

2® Proui^er quelle admet aussi un facteur de la forme 

3° Tromper à l'aide de ces deux facteurs l'intégrale 
générale de l'équation (i). 

L'équation que doit vérifier tout facteur 1 relatif à Té- 
quation (i) est 
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1® Je suppose 

en faisant m = '-* 
Je trouve 

^=:-X-'[3/(«) + «/'(«)], 

g = —'/'(«); 

portant ces valeurs dans Téquation (i), et remplaçant en 
même temps y par ux^ il vient 

j: disparait comme cela devait être, et il reste 

f'{u) T4-3«' ^ 

/(«) « + «' 

d'où 



/(")= 



ï .r' 



Nous avons donc 
2P Je suppose 

je trouve 

— = a/c'y (c), 
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Portant ces valeurs dans réquation (2), il vient 

d'où 
i 3ç(p)4-2(y'(V)(x>H-7^)=:0, 



On tire de là 



-.2 



ce qui nous donne le facteur 

>,= — 



3° L'intégrale générale sera 



ou bien 





G 




ye' 





C. 


^x'-i-y^ 




Problème 


no 


2i. 



On considère l'équation linéaire 

On pose 

(2) y^ui', 

et l'on demande de déterminer la fonction u^ de manière 



lyo 
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que l'équation en v^ qui sera aussi linéaire et du secoi 
ordre, manque de second terme 

En substituant la valeur (a) dans l'équation (i), oui 
trouve 



(3) 



U -4- 2 



Vd^u j,, .du / V 1 



On doit avoir 



du 

dx 



— - iffix) = o. 



d'où 



u = *r/t»)A; 



l'équation (3) devient 



(4) 



d^p 



dx 



i4.c|/'(x)-/=(x)4-?(x)] = o. 



Dans certains cas, cette nouvelle équation peut être plus 
facile à intégrer que la proposée. 



APPLICATIONS. 



(a) 



d^y 



dx^ 



■ dy 
nnx ■- — h[/i(/2 — i) — h*x^]y =.0. 



On a ici 



,(x) = 



n 
— > 

X 



.2 ^ » 



u=ze 



-nf 



X' 

dx 



— R 



= x-«, 



i»Êt \ j,^t \ / » ^ ^ n\n — i) 



X* ar* 



X' 



— A»=-A»; 
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l'équation en u est donc 

m n'v 

Imtégrale générale de cette équation est 

et celle de la proposée (a) 

on A et B sont les deux constantes arbitraires. 

On trouverait de même que l'intégrale générale de l'é- 
quation 

est 

^ = ar-''(Acos^aî4- Bsin^j:). 

2^ L'équation proposée est 



I 



On trouve 
l'équation en i^ est 

Ou aura à distinguer les cas où ti + ^ est positif, nul ou 
négatif', dans le premier cas, l'intégrale générale de l'équa- 
tion [b) est 

j = c^*"} A cos[j: V^2(/i-f- a)] -h B sin[ a: V^2 (/î H- fl) J j ; 
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daDs le deuxième 
dans le troisième 

Problème n» 22. 
Trouver l'intégrale générale de l'équation linéaire 

--^ -f- (tangj; — a cota:) 7- -+- a cot'-r .^ = o , 

sachant que la fonction y^ = sinx vérifie cette équation^ 
Soit généralement l'équation linéaire 

OÙ P et Q sont des fonctions de x^ et qu'on sait être véri- 
fiée par la fonction j^ = J^i S l'intégrale générale est 



j.=zAj. r^e-/P^'4-Bj,. 



Dans le cas actuel, 

Xx = sin a:, P = tango; — 2 cet jr, 

/' , Csvaxdx rcosusdr . 
Pd.r = — 1 h 2 I — ; = logcos^sm'^, 
J cosj: J smx 

g^/prfjr— - cosjc sin* j:. 
Donc 

J = B sinar H- A sînxycos xrfx 

ou 

X = A sin*x -r B sin X. 
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Problème n» 23. 
Résoudre la mente question pour l'équation 

.d^r dr 

qui est vérifiée par la fonction 



Ici 

P 






Donc 



dx 

-^ x\x + y/i -\- x') 
Aj, 



^h 



y = Bj. 



2n[x -h V^i — x'Y" 



^«(j: 4- v'i -f- ^')'* 



A 
ou, en faisant = ( — i )" 

Problème no 24. 
5oii l'équation linéaire 

On pose 

(2) ^ = ?(0; 
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il y aura entre y et t une équation linéaire 

On demande de déterminer t dejaçon que l'équation en 
y manque de second terme» 

On a 

dx = ff'{t)dt; 

nous ferons 

d'où 

dt 
dx = 



On trouve 

dx 



ï=+wi[+w|]=[+(')]'g++WfwS 



^^y » I \ à d'^Y ^ . / .^ d^Y ^^ , , \^. .,, V d'^Y 



S=+(')iS=t+(')]'^-^«w(')N'(')S 






et Ton voit aisément qu'on a, en général, 



•s 



• • ■ • 



Substituant dans l'équation (i), on aura l'équation li- 
néaire (3), et l'on trouvera 
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et cette •expression âou être nulle ; donc 
ou bien 



/.(x)r£r-4-i^rfr=o; 



on en tirera, en intégrant, 



' //i{x)rfx 



^J;(f)=e «(«-0 

et ensuite 

telle est la relation cterchée entre x et £. 



APPLICATIONS. 

1° Faire disparaître le second terme de Téquatioi^ 

^ -' dar' I + :c' i/o: (l -f- x'Y 

On a ici 

n = 2, /i(^)=r:T— i> i/;(^)^^=log(i-f- J:'), 

I "j^ X 

r= I 1> /=:Carctangj: + C', 

a: = tang— ^ — • 

Nous prendrons simplement x = tang^, et nous trouverons 
que l'équation proposée devient 

d^y 
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on a donCy en désignant par A et B les constantes arbi- 
traires, 

y = A cost -h B sin/, 

et, en remettant x au lieu de f , 

A-f-B.r 

y I -h X* 

ce qui est Tîntégrale générale de Téquation (a). 
a^ Considérons l'équation 

oii a 

nz==2 et /,(x) = -h-- 



X 



X* I 



faisant abstraction des constantes, nous trouverons 



r = 



r dx 



L'équation en j^ et t est ici 

elle donne 

j = A cos/72^ -4- B sinmt 
ou bien 

j = A cos(/n arc sin j^} -h B sin (m arc sin.r), 
ce qui est l'intégrale générale de l'équation (h). 

. . d^jr e^' — e~^' dy ^nt^y 

^^' dj^''^^ e"-he-^ dx "^ (e" -f- e'^j^ """ ^* 



On aura 

tz=fdxi'J'^'^^^-^ 



a -rT r- ax 
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Or 



/= 



3- dlr = log (<?'* + ^~^). 



e' -t- ^-" 



Donc 



2 ^ = arc tang ff '*, tf *• = tang 2 ^, 
j: = -log(tang2r). 

On trouve aisément que l'équation (c) devient 

d'y ^ , 

d'où 

jr =:A cosmt -+- B ànmt. 

Donc rintégrale générale de Téquation (c) est 

^ = A cos ( — arc tangc'* ] -f- B sin ( — arc tang^" j • 

4° 

d^Y I dy 

if) -7^ : T- + ^y tang» j: = o. 

On trouve 

• / =zfd,r,e'^^''^'^' = (^^^^ = - log COSo: ; 

l'équation (/*) devient 

— +m»jr=:o; 

on a donc 

^ = A cos/n/ — B sinmf, 

et, par suite, Tintégraie générale de Téquation Çf) est 
j = A cos (m log cosa? ) + B sin (m log cos.r ). 

T. — Rec. 12 
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Problème n« 25. 
Prouver que l'expression 



ô" 



dz"-' 



vérifie une équation différentielle linéaire du second 
ordre ^ et troui^er la valeur de 9 en faisant dans l'équation 
dijfférentielle z = cosx. 

Posons 
et nous en déduirons 

dr 

(l — 2;*) -7- +(2/1 — i)rz=io. 
' dz ^ 

Je dififérentie n fois cette équation \ en appliquant la for- 
mule de Leibnitz, et remarquant que 

d^x dB 



dz" dz 



y 



j'obtiens 



0, 



(1 — a'; --7-J — 2'**;:7 n(n—i)B-i-(in — ijz----f- «(2« — 1)0 = 0, 

dz dz €tZ 

ou bien, en réduisant, 
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Je change de variable indépendante, en posant z = cosx, 
d'où 

dx = — --- ^ 

ce qui me donne 

dB _ I rfO 

dz ^~iZ^i dx 

d^B ^z dB I d'^ 



dz^ , .- dx I — z' liai- 



1 équation (i) devient 

r/ 6 



4- n^B =; o. 



Soient A et B deux constantes \ l'intégrale générale de 
l'équation précédente est 

(2) =Asin/iJr + Bcos7î.r. 

Or, si Ton revient à l'expression proposée, en l'écrivant 
comme il suit : 

dz*-^ 
et qu'on emploie la formule de Leibnitz, ou trouvera 

ô = (-i)-'i.3.5...(2/i-.i)^i4i5-\/"^ 

j[z) désignant une certaine fonction de z qui reste finie 
pour z = I ; de là nous tirons 

= et ■ :=f— 0*^' 1 .3.5. . .(aw — 1), 

pour z =r: I . Or, pour ^ = i , j: = o, 

G 

Jf — a» sm.r 
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Revenant à l'expression (2) de 6, et faisant j:=:o, on 

trouve 

= B ; donc B = o, 

,. ô ,. A smnjR 

lim-: — = lim — ; =r /îA, 

Sin:r Sin;r 

pour x = o ; donc 

/îA={— i)"-'i.3.5. . .(/i — 1), 

et nous avons enfin 



d'^^ii — z^) '* , \ , n i- , , sin/z-T- 
ônz — =(— ij"-»i.3.5...(2/i — i) , 

où 

X == cosz. 



Problème n® 26. 

On demande déformer une équation différentielle li- 
néaire du second ordre que vérifie la fonction 



Supposons n^ï^ nous pouvons difTérentier sous le 
signe y, et nous trouvons 

dx 






Or, en intégrant par parties, on a 

la partie intégrée s'annule pour -2: = — i et pour z == 4- 1 , 
et il vient 

(2) 2/i^=-a: r"^'t'"(3>-l)«rf2; 
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difierentiant deux fois Texpression (i) par rapport à x^ on 
obtient 






^ 
^ 



OU bien 






d_ 



de j- et -^5 



ce qui peut s'écrire, en tenant compte des valeurs (i) et (2) 

d^y lin dy 

dx^ X dx 

L'équation différentielle demandée est donc 

Changeons dans l'expression (i) de 7, et dans l'équa- 
tion (3) X en x\j — i ^ l'équation différentielle, après la sup- 
pression du facteur commun yj — i, deviendra 

fr\ dW dx 

l'expression nouvelle de j sera 

(z^ — i)"""' cos.rz dz -+- y/ — I I (z' — i)"-"* sin^^^z. 



On voit que 

(l — z')*-'C0S:cz<fe 

t 

(1 — z')"-"' sin.rzrfz 
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sont les deux intégrales particulières de Téquation (4); on 
peut du reste écrire, en faisant z = cos cp, 

sin'"~* f cos( j: cosf )<ff , 
jrjz= I sin**""'y sin(j:cosf )rfy. 

Nous laisserons au lecteur le soin de démontrer la proposi- 
tion suivante, due à Euler : 
L'intégrale 

vérifie l'équation différentielle linéaire 

^(i--^)^-»-[7-(«4-p-+-iH^~«Pr = o. 

La fonction y représente, à un facteur constant près, la 
série 

1.7 1.2.7(7-4-1; 

appelée série hyper géométrique , étudiée très-complète- 
ment par Gauss, Jacobi, etc. 

Problème n« 27. 
Intégrer l'équation 

^ ' dx" \ d,r"-^ I . 2 £/r"-» V / ^ 

Cherchons d'abord l'intégrale générale de l'équation sans 
second membre \ nous faisons j^ = e**' ; Téquation caracté- 
rislique en r est 

r* «jr»"' -I- . . . r= o ou bien (r — a)»=ro; 
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ses 71 racines sont égales à a ^ on a donc, pour l'intégrale 
générale de l'équation sans second membre, 

I et il suffit d'y ajouter une intégrale particulière de l'équa- 
tion avec second membre. D est naturel de cbercber une 
intégrale particulière de la forme 

mais on tombe sur une impossibilité 

Nous supposerons, en suivant la méthode de d'Alembert, 
que le segond membre de l'équation (i) soit d'abord ^', et 
nous chercherons une intégrale particulière de la forme 

nous trouverons 

K^'Yô»— -6— '« 4-... J=e»', 
d'où 

donc, dans ce cas, l'intégrale générale de l'équation avec 
second membre est 

[l] j ~ ^'(Ao 4- A,.r -h ... -4- A«._,.r«- ) -h jj- ; 

(o — af 

il n'y a plus qu'à faire tendre h vers a\ faisons t = a H- e, 
nous aurons 

et, en développant e'-' en série convergente, on aura 

(6— «)• I 6" i"- ' i •»-» 1.2 

s 1.2. ..(/I — Ij 1.2. ../ïj ^ ' 



J? 



)■ 
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B{x) s'annulant quel que soit .r, pour e = o. 
L'expression (2) devient ainsi 

L 1.1.2. ..(/î — l)j I 2.../2I 

ou bien, en introduisant de nouvelles constantes et faisant 
tendre e vers zéro, 

^ — ^(Bo-4-B,a:-}-B,-r^-H..-hB„_t^-'-*- — ^T ): 

\ 1.2.0. . ./?/ 

telle est la solution cherchée. ^ 



Problème n® 28. 
Trouver l'intégrale générale de r équation linéaire 

(i) Ar-l-B^H-C^-+-...-4-L^=:Ff.rl 

dans laquelle Â, B, . . . , L sont des coefficients constants, 
etY[x) un polynôme entier. 

Tout se réduit, on le sait, à trouver une intégrale parti- 
culière, que Ton ajoutera à l'intégrale générale de l'équa- 
tion sans second membre 5 c'est la recherche de cette inté- 
grale particulière que nous avons en vue. Je dis que cette 
intégrale est la suivante : 



• * • 1 



(2) y = aY{x) -h bF'{x) -+- cF''(x) 

a, &, c, . . . étant les coeflScients de z^^ z*, ^', ... du déve- 
loppement de l'expression ~ — 5 suivant les 

puissances entières et positives de z. En effet, nous avons, 
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poui* définir les coefficients a, &, c, . . . , l'équation 

^^^ Â--i:BV-f-'cT.+--; =« + *- + «'+•••. 

d OÙ Ton tire, en chassant le dénominateur et identifiant 
le premier membre au second, 

I = Aa, 

o = Ar 4-Bô-+-Ca, 



d'autre part, l'expression (2) doit vérifier l'équation (1); 
or le résultat de la substitution de cette expression dans 
I équation (1) est 

(Aa — i)F(jr)'+-(A6-4-Ba)F'(x)-f-(Ac4-Bô-f.Cfl)F''(ar)-f-..., 

et, en vertu des équations (4), cette expression est nulle 
identiquement. 
Supposons que, dans l'équation (i), on ait A= o^ dans 

ce cas, l'expression — ^ ne peut plus être déve- 

loppée suivant les puissances entières et positives de z seu- 
lement; mais on peut toujours la développer comme il 
suit: 

oZ -t- CiZ'-t- . • . 

et je dis que l'intégrale particulière de l'équation 

(6) BjH-C^+...-f-Lf^ = F(..) 

sera 

(7) jr =, b/FÇx) dx -h cY{x) -4- dW[x) 'h/F^Çx) -4- . . . . 

On a, en efTet, en chassant le dénominateur de l'équa- 



l86 DEUXIÈME PARTIE. 

tion (5) et identifiant, 

/g^ . 0=r:Bc -4- Ce, 



et, en substituant l'expression (7) dans Téquation (6), le 
résultat est 

expression nulle identiquement, en vertu des relations (8)', 
on verrait de mèn^e que, pour Téquation 

il faudrait prendre 

y z=z € ff F (:r)dj:'^-^df F {.T)da:^/F{x)-^gr {a:) ^..., 

les coefficients c^d^. . • étant définis par la relation 

Problème n» 29. 

Trouver l'intégrale générale de l' équation 

n , dy n{ n — i ) , d'^ y 
I dx 1.2 dx' 

où F(j:) e^t un polynôme entier en x et k une constante. 

D'après Texercice précédent, on aura une intégrale par- 
ticulière de l'équation (i), en prenant 

y = àF{x) -h hY[x) 4- rF"(.r) -i- . . . , 
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les coefficients a, &, c, . . . étant les coefficients de z^^ 3', 
2', . . . du développement de l'expression 

I I 

I 1.2 

suivant les puissances entières et positives de z ^ or la for- 
mule du binôme donne 

I I n z /i(/ï-f-i)z' 



(k — zY ^' I X^""*"' 1.2 * X:"-^^ 

On.aura donc, pour l'intégrale particulière cherchée, 

du reste l'intégrale générale de Téquation (i) sans second 
membre est 

y = «**(C,-h C,.r -h C,ar» + . . . -f- C«_,.r»-'). 

Nous aurons donc, pour l'intégrale générale demandée, 

y=.é' Co -h C.jc -\- Q.^.t}-\-, . . -+- C,._, x'-' ) 

F(.r) 72 F'f.r) «(72-4-i)F"(.r) 

- -— . _|. — . ^ _^ _ ._ — — — -_»- , , , , 

Problème n» 30. 
Trousser l'intégrale générale de V équation 

dans laquelle a, (3,. . . , X, A" désignent des constantes, et 
F(j:) un polynôme entier en x. 

Nous allons ramener ce cas au précédent, en faisant 

(2) jr— zf*'^ 
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ce qui nous donnera 

(3) ar H- 6-/- +. . . ^- X— :- == c*'( As H- B — -+-. . .H- L -- 
* ' ^ dx cix* \ a. T. tla 






et l'équation (i) deviendra 



« 



(4) a. + B^+... + l'^ = F(x). 

Nous rentrons donc dans le type déjà étudié; il reste à 
trouver les valeurs des coefficients A, B, . . • , L, en fonction 
de a, (3,. . ., 2. 

Pour y arriver, dans l'équation (3), je fais z = e*', d'où 
y=. e(*+*^', et l'équation (3) devient 

Soit donc posé 
et nous aurons 

A_-„r>^^ T^-^'^'^') r-^"^'^') 

et l'équation (4) deviendra 

(5) tW^-^Vs^-^-t:. 5i3-^---=^W^ 

en multipliant une intégrale particulière z de cette équa- 
tion par e*', nous aurons une intégrale particulière de Té- 
quation (i). 
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Problème n» 31. 
Trouver toutes les Jonctions f jouissant de la propriété 

fjuelles que soient les valeurs de x et y. 

L'équation (i) ayant lieu pour toutes les valeurs de x, je 
peux prendre les dérivées des deux membres par rapport 
à x; je; trouve 

J'ai de même, en prenant les dérivées par rapport à j", 

et, en comparant les deux valeurs àef\x -\-y)^\\ vient 

fi^) ^ f(x) 

• 

Le premier membre de cette équation est une fonction 
de X qui peut être quelconque; le second, une fonction dej" 
qui peut aussi être quelconque. Pour que Tég alité puisse 
avoir lieu pour toutes les valeurs de a: et j^, indépendantes 
les unes des autres , il faut que les deux membres soient 
égaux à une constante a. On a donc 

et, en remontant aux fonctions primitives et désignant par b 
une nouvelle constante, 

arc tang/(ar) = ax -+- é, 
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d'où 

f(x) = tang(a;r -+- b). 
L'expression (i), quand on y fait y :=o^ donne 



on a 



donc 



et, par suite, 



ainsi 



/(o) = o, 



ft = 0; 



/(x) == tangax. 



Problème n^ 32. 
Troui^er la fonction cp, telle que Von ait 

(i) ?(* -t-r) ?(* — r) = ?*('^) — ?'(7)i 

^our toutes les valeurs de x et dey. 

Dans l'équation (i), je prends les dérivées par rapport 
à a:, ce qui me donne 

Je prends les dérivées des deux membres de l'équation (2) 
par rapport kj^ et je trouve 

ou bien 



(3) 



?(^+r) ?(-^— r) 



Ainsi la fonction ^y-y ne doit pas changer quand on 
remplace u par x -^y o\x x — y. Comme x + y eXx — / 
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peuvent être quelconques, et indépendants Tun de l'autre, 
il en résulte 

■ ; V = const. 
Supposons d'abord la constante positive, et prenons 

Imtégrale générale de cette équation linéaire est, avec les 
deux constantes arbitraires A et B, 

Nous devons substituer cette valeur dans Féquation (i), 
caries équations (2} et (3) sont plus générales que Téqua- 
tion (1); nous aurons donc 

cette équation se réduit à 

(A + B) (Ac*VH- Btf^*v) = o. 

On doit donc avoir 

A -h B = o, 

et l'expression (4) deviendra 
Supposons maintenant 

/(«)=: — m>(tt). 

/(tt)-+-m»f(tt) = o; 

l'intégrale générale de cette équation est 

if{u) = A' cosmu + B' sinniu» 

Substituons dans l'équation (i), et nous trouverons, après 
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quelques réductions, 

aM A'cos— - -+-B'sm — \=:zo. 

Cette équation devant avoir lieu quel que soit Vy comme 

on ne peut pas avoir en même temps A'== b et B'= o, il 

en résultera 

A'=o 

et, par suite, 

ff[u) =B'smmu. 

Ainsi les deux seules fonctions jouissant de la propriété 
demandée s'obtiennent en multipliant par une constante 

arbitraire ou sinmx. m étant d'ailleurs un 

nombre quelconque. 



Problème iï9 33. 

Trouver les Jonctions les plus générales f ef o, telles 
que, quelles que soient les valeurs de x et y^ l'expression 

puisse se mettre soiis la forme 

V = F(x)-*(^), 

et trouver les fonctions ¥ et *P. 
Ea diSereutiant, on obtient 

— = 2^[/(x -hjr) -h<f{x -jr)] 

+ {^'-X')[/'(^ +X) -t- ?'(* -/)] = F'(:r), 
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et Ton doit avoir 

dx dy 
il vient ainsi 



= o; 



ou bien 

/V+r)-?"(^--r) 

ou encore 

f Ces deux expressions devant être égales, quelles que soient 
les valeurs de x -^j et x — y^ qui sont d'ailleurs indépen- 
dantes l'une de l'autre, chacune d'elles est une constante . 
et Ton a 

\ Considérons la première de ces équations, et faisons, 
pour plus de clarté, 

nous aurons 

du 11 ^ 

équation linéaire. En intégrant, on trouve 

a = l{C-hCft^dt) 

T. - Rec. 1 3 
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OU 

intégrant de nouveau, 

OU, en désignant par a^b^ c, a\ b' de nouvelles con- 
stantes arbitraires, on aura 



VERIFlCATIOir. 

Adoptant les valeurs précédentes pour les fonctions^ et f, 
on trouve 

V = «(x— ^) -h a![x-^ y) 
ou 

V=: («-4- a')x+ (ft + ^')«'-h 2CJ:* 

— [(ât — a')y -h (fc + *')r*4- ac^<]; 
on a donc 

<ï>(j) = 2Cj<-t-(ô -4- ft')7»-h(a — a')^. 

Cette question se présente tout naturellement à propos 
de la solution, donnée par Jacobi, du mouvement d'un point 
matériel attiré par deux centres fixes suivant la loi de 
Newton, 
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Problème n» 34. 

On demande de trouy^er V intégrale générale de l'équa- 
tion aux dérii^ées partielles 

( ^U'^'^- 3/20:- 3/1/(3) +/'(^)J 

On est conduit à intégrer le système suivant d'équations 
di£Pérentielles simultanées : 

-- -h 4/2*7 — 3/ijr — 3/ï/(z) +/'(«) = o, 

(2) < 

•— -h «J T- ^ — ■/(^j = O. 

aZ 

On voit immédiatement que ces équations, qui, du reste^ 
sont linéaires et à coefEcients constants, se simplifient 
beaucoup, si Ton pose 

« 4-/(2) = X; 
elles deviennent effectivement 

— — i- /{n'x — S/îX = o, 

aZ 

-7- -\- ny — Xnro. 
dz 

On voit que ces équations sont de même forme que les 
\ équations (2), mais elles n'ont pas de seconds membres» 
\ Pour les intégrer, nous allons éliminer X 5 de la dernière, 
\ nous tirons 

' dy 

Eeportant cette valeur dans la première équation (3)) il 

i3. 
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vîent, après réduction, 

d^y dy 

réquatîon caractéristique qui correspond à cette équation 
linéaire et à coefficients constants est 

r' — 2 /ir -<- /î* = o, 

elle a ses deux racines égales à n \ donc l'intégrale générale 
de Téquation (3] est, en désignant les constantes par C et C, 

(6) jr=:^.(Cz-hC'). 

Reportant cette valeur dans Téquation (4)? ©t remplaçant X 
par sa valeur en a: et ^, il vient 

(7) ''^' +/(2) =e-[2/i(Cz 4- C) -f- C]; . 

les équations (6) et (7) constituent le système intégral des 
équations différentielles (3)-, résolvons par rapport à C 
et C, et nous aurons 

C =r e-«' [a: — anj H-/(»)]i 

C = e""* \y — xz -4- 2 nyz — zj\ a)]. 

Donc rintégrale générale de Téquation aux dérivées 
partielles proposée est, en désignant par 4^ une fonction 
arbitraire, 

e-«[j — xz-^- injz — «/(«)] = * |tf^"*[j: — iny -♦-/(«)] j. 

Problème n» 35. 
Intégrer V équation aux dérivées partielles 

f 

dz I f '\ dz 

Il faut considérer le système suivant d'équations sîmul- 
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tanées 

dx dr dz 

on en tire 



xdy —ydx-^ v/R*— C^ fl?.r = o, 



y 



dx 



d-L -+.y/R»— CJ -r=0. 



a;2 



Intégrons et désignons la constante par Cj, et nous au- 
rons 

r-v/R'-c ?_p . 

X 

résolvons par rapport à Ci et Cj •, posons 
et nous aurons pour l'intégrale chercliée 



y — ^R* — z'^=ix^[z). 

D est facile de trouver une génération simple de la sur- 
face représentée par l'équation précédente \ les équations 



sont celles d'une droite parallèle au plan des xj^ et qu 
passe par le point ayant pour coordonnées 



x = o^ j^v'r»— c;, z = C,. 

Ce point est toujours situé sur la circonférence de rayon R, 
tracée dans le plan des yz avec l'origine pour centre \ donc 
les surfaces cherchées sont toutes celles engendrées par 
une droite qui reste constamment parallèle au plan des xy^ 
en s'appuyant toujours sur la circonférence définie précé- 
demment. 
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Problème n* 36. 
Intégrer l'équation aux dérivées partielles 

dz dz 



^^"^■•^^^v'^'-^-^"^^**- 



Je considère le système • 

dx • dy dz 



j'en tire d'abord 



tanga; 



Ci = — » dx =. 

X 



z 



dz 


tanga, 


^/I^-Cî 


tanga 


C,; 



Remettons dans cette dernière équation - au lieu de Ci, 

et posons 

C,s/iTc] = *(C.); 

nous trouverons 

^x^ -j- y^ z=:z tanga -*-*() • 

telle est l'intégrale cherchée. Donnons une génération 
simple de la surface ; les équations 

y z 

C| = ~j X tanga =z Cy 

sont celles d'une droite qui rencontre constamment l'axe 
des z ^ le cosinus de l'angle qu'elle fait avec O^ est 



i/n- C?cot« 

= cosa. 



V^i-+-CÎ4-(n-CîJcot»a 
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Donc les surfaces représentées par l'équation proposée 
sont toutes celles engendrées par une droite qui rencontre 
constamment Taxe des z^ en faisant avec cet axe un angle 
constant. 

Problème n» 37. 

Trouver toutes les fonctions V rfe x'-j-j^'-H^*, telles 

que Von ait 

d^y d^Y d^y _ 
dx* ' djr^ dz^ 

Posons 

dr X 



r = v^'-h r'-H z^, doù -— r=-, 

dx 9 



et nous aurons 












dY 

dùb 




dY X 
dr r 








d^y 

dx^ 




d'Y .r» 

dr^ r^ 


+ 


dY 1 
dr \ 


^1 

r 



(;-?) 



On en déduit, en supposant écrites les expressions de 
d^ d^ 
df ^^"5?' 

d^Y d^Y d^Y d^Y 1 dY 
dx^ dy^ dz* dr* r dr ' 

nous aurons dope 

d^Y 3 ^y _ 

dr* r dr 

OU bien 

lïr 
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et, en intégrant et désignant la constante par log À, 

' log — H- 2 \ogr=z\oQA, 

dr "~ r^' 

intégrant de nouveau, et appelant B une nouvelle con- 
stante, nous aurons 

A 



^a-Z-^j^-^z* 



Problème n» 38. 

Trouver toutes les fonctions V de a:'-hj^*-f-2*, telles 

que l'on ait 

d^ (l^ d^y __ 

dx^ ay^ dz^ 

Conservant les notations du problème précédent, nous 
aurons 

d^y d^y d^y d^y 2 dy 

-i- -7T = -TT -f- T =■ m}y 



dx^ df^ dz^ dr^ r dr 

OU bien 

d^y dy 

r --— -h 2 — rn}ry =z o. 

ar- dr 

C'est une équation linéaire du second ordre, à coefficients 
variables. On Tintègre aisément, en remarquant que 





d'y dy d^yr 

r '-2 — • 
dr^ ' dr dr^ ' 


on a ainsi 





— ; rn?yr = o, 

dr' 
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et cette fois, en regardant Vr comme la fonction, nous 
avons une équation linéaire à coefficients constants ^ nous 
en déduisons, en appelant les deux constantes arbitraires 
A et B, 

Remettons pour /• sa valeur \/x*-i'j^-\'Z*^ et nous aurons 
pour Pexpression la plus générale de la fonction cherchée 

V = ( Ae" \f'*-^r-*-^' -\- B e-"'»v^*''-^/'-+-*') . 



'2-i- a* 



Problèmô n^ 39. 
Soit V équation 

i) A h 2B h C = 0, 

dT* dxdy dy'^ 

OÙ A, B, C désignent des constantes; aux variables xetj 
on substitue deux autres variables x' et j\ liées aux pre- 
mières par les équations 

(2) x'=: a,r -\- bxi y = a! .r -\- by ; 

dors l'équation (i) prend la forme 

i 

On demande de choisir les constantes a, i, a', i', de 
façon que A'=o, C'=o; conclure de là la solution la 
plus générale de l'équation (i). 

Des expressions ( 2 ) je tire 

dx' = adx -j- b dy^ df = a dx -t- b'dy^ 
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par suite 

dz dz . dz 

— =:; a — — -+- a ) 

dx dxf dy 

dz dz dz 

djr dxf . dy 



• 



"z / dH , dH \ ,/ d^z 

— = a I a -f- a \ -\- a x a 

[r» \ dx'^ da^dy) \ da^dy 



a 



dx^ \ dx'^ djddy] \ da^dy dy\ 

dxdy \ dx'^ dx'dy)^ \ dx'dy^ dyj 

d^z I dH dH \ / dH dH 

ou bien 

dH dH , dH „ dH 

dx^ dx'* da^dy dy*^ 

d^z d^z d^z d*z 

En multipliant ces équations respectivement par A, 2B 
et C, on forme l'équation (3), et Ton obtient ainsi la va- 
leur de A' et C que nous égalons à zéro, ce qui nous donne 

kà^-V- uBab 4- Cb*= o, 
A«'»-4- 2Ba'b' 4- Cb'*z=z o; 

d'où Ton tire, en prenant a = a'=i^ 

(4) : 

*' = -^(-B~ v^B'— AC); 

.A. 
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l'équation (3) se réduit donc à 

dz 
d}z dp 

on en tire, en intégrant et désignant par F'(j^') une fonc- 
tion arbitraire, 

intégrons de nouveau et désignons par ^{x') une nouvelle 
fonction arbitraire, et nous aurons 

z = F(/) H- *(«'); 

en remettant pour x' et j-' leurs valeurs (a), et rempla- 
çant b et b' par les ' expressions (4), nous aurons pour la 

solution la plus générale de l'équation (i) 

» 

ff 

où F et 4> désignent deux fonctions arbitraires. 



Problème n® 40. 



Transformer l'équation 

, , d^z d^z d'z dz dz 

enfcdsant 

ar=:pcosa>, ^ = psin«. 

-E/i déduire l'intégrale générale de l'équation proposée. 



1 
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On a 

dp dû 

-f- = cos«, -7- = su 

dx dy 



d'où 



dvi sinb) dtù cosca 

aor p dy p 

dz dz sïntù dz 

-7- = -T- COSft) -^? 

ax dp p dtù 

dz dz . cosoi) ^2 



^2 </z <iz 



on trouve ensuite 

d^z , dH . rf'z . , £/»z 

p» -_-- = p' cos^w -r— — p sin2u — — -- -t- sm^w — -- 
^ dx^ ^- dp^ ^ dpdvi rf»' 

dz . ^ dz 

-I- Sin2» -T h p Sm'w -r-y 

ao» dp 

d^z dH dH * . dH 

p^ -z T- =p'Sin» COSW h p CCS 26) -; ; SlIlW COSo» tt: 

^ dxdy tfp' * dpdfii dv/ 

dz dz 

— cos2&> ~ p sinw cosu —-» 

dui dp 

d^z d^z d^z d^z 

p' ^ = p' «"'" 5f7 •^- p '''"^*' rfp^ + *^*'" rf«' 

— sin26> — — h p cos^w -— • 

06) ap 

On en conclut 

d^z d^z d^z dH dz 

r* 2.rr H or' =z h P — : 

-^ dœ* -^ djcdy dy^ ^«» dp 

Téquation proposée devient donc 

d'^z 

—..\.z = o. 

d»' 
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On connaît l'intégrale générale de cette équation linéaire ^ 
les constantes arbitraires seront des fonctions arbitraires 
de p, et Ton aura pour l'intégrale générale de Téquation (i) 

z=:^(p)cosw -h Vfpjsinw 
ou bien, en remettant xelj^ 

Problème n» 41. 
Que devient Déquation aux dérwées partielles 

ciuand on remplace les variables indépendantes x et y par 
x'=:xj et y'^=z -? 

On a 

dz dz dz dz i dz 

dx da^ djr dx' y^ dy 

dH ___ d-'z 

on trouve que Téquation proposée devient 
d^z dz , dz 

elle est la même que la proposée \ si donc z^ = F(j:, y) est 

une solution de la proposée , z, = F ( xj^ - j sera une 
nouvelle solution de cette équation. 



TROISIEME PARTIE. 

APPUCATION DU CALCUL INTÉGRAL A LA SOLUTION 

DE DIVERSES QUESTIONS 
RELATIVES AUX COURBES ET AUX SURFACES. 



Problème n® 1. 

Tromper les courbes dans lesquelles le rayon de cour- 
bure est une fonction donnée de l'angle cil que fait la tan- 
gente à la courbe auec une droite fixe. 

Prenons la droite fixe pour axe des x, et soit 
On a les formules 

p = ---> dxz=dsco^OL^ dY=^dss\iioL\ 

on en déduit 

d[r=/(a)cosacfa, dx=/{oL)smada 

et en intégrant et désignant les constantes arbitraires par Xo 

(i) X '— X9 =f /{a) cos a da, ^ — 7, =//{a)sinafl?«. 

On voit que toutes ces courbes s'obtiennent en transpor- 
tant Tune d'elles parallèlement à elle-même; ayant x et y 
en fonction de a, on pourra construire la courbe. 
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APPLICATIONS. 

1^ y(a) = a ^ les formules donnent 

X — a:, = ûsina, y — 7'o= — a ces a, 

d'où 

(.r — jr.)>-h {y — r.)'= «*• 

On trouve donc une circonférence de rayon a, placée 
d'une façon quelconque. 

a** y*(a) = -7-J-; en appliquant les formules (i), on 
trouve 



/cosa , a 

SlQ^a 2 SlQ^ 

-— - =— acota; 
sin'a 



a 



éliminant a, on a 



équation d'une parabole de paramètre a, dont Taxe est pa- 
rallèle à OX. 

3° y (a) = — j- ; ne tenant pas compte des constantes Jo 
etj^oî nous avons 

= a log tang -7 H — N 

cosa ° °\4 2/ 

/sin a , éi 
— --r/a= • 
ces' a coia 
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On en déduit 

- /tt a\ 

** ^ ' nf\e 



X 

a 



Y 

cosa a 



On a donc 



y = ^\e^'^e «), 



équation d'une chaînette dont l'axe est perpendiculaire 
sur Ox. 

4«/(a)=:rte^": 

X = aje^ cosa </a, ^ = aj<f^ sin a e/a, 

ou, en effectuant les intégrations, 

r 

j?=: . (m cosa -h sin a), r= (/wsina — cosa); 

passant aux coordonnées polaires r et 0, nous avons 

r=-, > tang9= = toDg(a — i); 

VU-'»' i + i-tanga 

m 

en faisant 

m = cot/, 

on a donc 

Ô=:a — /, 

ei par suite 

r = « sin /«"(•+'), r = « sin /é?''«®** «•«*»**, 

épuation d'une spirale logarithmique, 

T. — i?«?. ï4 



aïo 
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5«/(«)=aa : 



x=zaJ'acosadaj jr z=: aj'asmadu; 



en intégrant par parties, on a 

ya cosa ^a = a sin a -H ces a. 
J'ai sinadaz=, — acosa -+- sina; 

x = acosa + aasina, 
Y = a sina — aacosa; 

la courbe est une développante de cercle. Soient, en effet| 
(fis* ^^)t '^ circonférence OA de rayon a, BOA =a, 1^ 

Fig. 3i. 




tangente BM égale à Tare AM, j: et j^ les coordonnées du 
point M; on a, pour x et r? les expressions trouvées précé- 
demment. 

6° y(a) = a sina : 

ar=: -J'sm^OLda -f-ar, = - (i — C0S2a); 



a 



en faisant Xo = -jy 

4 



a 



X = afûû}oLdoL = -j (2a — sinaa). 
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Soit aa = j3, nous aurons^ 



a 



= 7(1 — cosp), 7=:j(p — sinp). 

On reconnaît les équations d'une cycloïde a engendrée 
par un cercle de rayon j > roulant sans glisser sur Taxe desj^. 
7® y(a) = a sinma : 



- = fcosoL sin m a da, 

y 

— = Tsinasin/warfa, 

a *^ 



ou bien 



— ^ = ysin(i -h /?2)arfa — ysin(i — m)adxy 

2 Y 

=:--/cos(l H- m)oLda. H-ycos(l — m)adx; 

X =z —. cos(i •— m)oL cosf I -I- m)», 

2(1 — /») ' 2(1 -H m) ^ ^ ' 

jr~ rsin(i — /»)a ; sinfi -h m)a. 

Je dis que cette courbe est une épicycloïde. Supposons 
d'abord m<i, et faisons rouler le cercle O' de rayon 



-7 : extérieurement sur le cercle O de rayon 

2(1 -h /w) J 

R = -3 — ;, : nous aurons, pour les coordonnées du point M> 



X= (R + R')cos ^ y'- R'cos ^—^ y', 



14. 



Y = ( R -h R' ) sin — y' - R' sin — ^ — (p 
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OU, en remplaçant R et R' par leurs valeurs, 



X = 



Y = 



a 1 — m 
ces ^ 



2{i — m) im ^ 2(i-+-/w) 



a \ -\- m , 
cos ç', 



2/W 



« .1 — m . 

sm «. 



a . ! -f- m , 

sm *' 

2m ' 



2(] — m) im ' 2(i-|-/w) 

Soit a (^g'- 32) Tangle CTo: que fait la tangente à Tépi 

Fîg. 32. 




cycloïde avec Ox; on a 



a =:t © H = — — (2R' 

^ 2 2R 



h-r; = -'1 



Donc enfin 



X=: —7 c cos(i — mja — ^ - cos(i -I- /wja. 



y = 



2(1 — m) 
a 



2(1 -^ m) 



2(1 — m) 



sin f I — /w )a — 



a 



2(1 -h m) 



sin.^i -f- /w)a. 



Ce sont les formules trouvées précédemment. 
Soit maintenant /w ^ i, nous avons 



X 



COS(/72 — Ija H- ^^^ ^ ■ C0S(/w -#- i)a, 



i{m — i) 



2(/?/ -4- 1) 



a 






2(/W — l) 



sin(w — i)a 



a 



2(W -h ij 



sin (m H- i)a. 



Je dis que cette courbe est une épicycloïde engendrée 
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ai3 



par un point d'une circonférence O' de rayon R'= -— ? 

roulant à rîntérieur d'une circonférence fixe O, de rayon 

u ma 
A =: — • 



rrr — i 



On a en effet (Jig- 33), pour les coordonnées du point M, 
X=r [R — Il')cos -- ç'-f- R'cos -^= — ç', . 

Y ^- ;R ~ R') sin ^ /- R' sin ?-=^ ^\ 




ou. 



en remplaçant R et R' par leurs valeurs, 



A = r C0S(/W -H l) h 



a 



2(m -h i) 



2m i[m — ij 



Y = 



a 



? 



2[m-^i) 



sin(/n -f-i) --^ 



a 



2/w 2(/w — j) 



cosfm — i) -^9 
sin (m — I ) -i- ; 



«étant Tangle que fait la tangente à Tépicycloïde avec Ox^ 

on trouve 



2/72 



a, 



et l'on voit que 



X = — .r et Y = — y. 



Donc la courbe est bien une épicycloïde. 
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8* /(«) == ^ z,' On aura 

(I — e^cos^ay 



/cosa^/a /* dsina 
i =/? / 1^ 
(i — c»cos»a)' J {i-^e^-T-é^sin^ay 

/sinoLdot r dcoscf. 
l=-P I 1^ 



et, en intégrant, il viendra 



p sina 

X — j?0 ;:::! — j 

I — ^* ^i — tf»cos*a 
cosa 

r — r» = — f^ 



On tire de là 



(I -^IC*- '.)*-+- (r-r.)*= 



i-_Z 



.2 



I — ^' 



équation d'une ellipse si e <[ i ^ son grand axe est parallèle à la 

droite fixe^ les longueurs des demi-axes sont— =^---5 et —~==- 

' — ^ ^i — ^ 



Problème n® 2. 

Trouver les courbes dans lesquelles la longueur de Varc, 
compté à partir d'un point fixe, est une fonction de 
l'angle et que fait ai^ec une droite fixe la tangente à l'ex- 
trémité de l'arc, 

* = ?(«); 
on en tire 

ds=ff'(%)da, p = y'(a)=/(a). 
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On rentre dans le problème précédent -, on verra ainsi que 

j = ûa donne un cercle de rayon a; 

s =2 a tanga » une chaînette ; 

s = ae^* » une spirale logarithmique ; 



a a} 



» une développante de cercle; 



2 

s=: a cosa » une cycloîde ; 

s = a cosma » ttae épicycloîde. 



Problème n® 3. 



Tromper les courbes dans lesquelles le rayon de cour- 
bure est une fonction donnée de l'arc compté à partir 
. d'un point fixe. 

L'équation p z=f(^s) est du troisième ordre, car elle con- 
tient une intégrale s = / \/ * "+" ^ ^^^ qu'on ne pourra 

faire disparaître que par une difTérentiation, ce qui, avec dp^ 

introduira y^\ L'intégrale générale devra donc renfermer 

trois constantes. 

ds , . 
A cause de p = -^ ? il viendra 
' aa 

ds 



d0L = 



d'où, en désignant par a^ une constante, 



/• ds 



une fois l'intégration effectuée, on tirera de Téquation pré- 
sente s en fonction de a, et l'on rentrera dans le dernier 

problème. 



ai6 
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APPLICATIOirS. 



i«a(/.-a)=5»ou/(5) = aH--: 



/^ 



a — «f = / ^=arctang-î 



la courbe est donc une chaînette. 
n^ p =s ms ou. f{s) = ms : 






la courbe est donc une spirale logarithmique. 



3° /o«+ s*= a* ou f{s) = v^a»— ^* : 



— — 

s= asia((z — «o ) ; 
la courbe est donc une cycloïde. 



. s 
= arc sm - : 
a 



4°?-^É=''/(^)=V'-5= 



I /* ds 



a s 

= — -T arc ces - > 

6 £7 



$'=. a cos — (a — ao J ; 



la courbe est donc une épicycloïde. 
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5° p*= 2as^ f{s) = sj^as : 

J V'2â} V « 

la courbe est donc une développante de cercle. 

Problème n^ 4. 

Trouver une courbe telle que, si on lui mène une nor- 
male en un point quelconque M, laquelle rencontre Ox 
en P, le lieu du milieu de MP soit la parabole y* = ax. 

Soient x et y les coordonnées du point M; a:i et yi celles 
du milieu de MP ^ on a 





j:, = .r H — 9 

2 dx 




Xi == ix^ 


- 


y\=ax,\ 


il en résulte 




1 


a '^'""^ dx 


ou bien 




i 


. . v^ — — A:i 



dx a 

s 

c'est une équation linéaire, relativement à j^' ^ intégrant 
par laformule connue et désignant la constante arbitraire 
par C, il vient 

I 

Il est à remarquer que Tune des courbes ainsi obtenues 
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est la parabole ] 

druple. 

Problème n« 5. 

Trouv>er les courbes telles, que l'ordonnée à l'origine 
de la tangente soit égale à haf^y^. 

On aura 

dx X 
C'est une équation de BernouUi \ on peut l'écrire 



I — n dx X 



= — ifrj!"-', 



dx X ^ ' 

en intégrant cette équation linéaire, il viendra 

j>-« = jr«~'»[C — k[\-—n) Jaf"^-^ dx\ 

( I ) r>-" z= Cx'-" — h ^ a*". 

Lorsque m -f- « = i , il faut prendre 

j»-«i= x»-»[C — ^(i — /i) log.r]. 

Quand on fait m = o, /2 = 2, l'équation (i) donne 

- = - -hA-; 

^ X 

c'est l'équation d'une hyperbole dont les asymptotes sont 
parallèles aux axes coordonnés. 
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Lorsque /w==o, /i== — i, on a 

on trouve donc une série d*ellipses ou d'hyperboles ayant 
leurs axes dirigés suivant les axes Ox et Oj^, et tangentes 

aux droites j^ -- ± \fk. 

Problème n» 6. 

Trouvfer une courbe AM telle, que l\abscisse Xi du 
centre de grauité G du segment compris entre l'axe 

Fig. 34. 




Q P 



de x, l'ctxe des j, la courbe et l'ordonnée variable MP 
soit une Jonction donnée f[x) de l'abscisse x du point M. 



On 



on en tire 



xy (Lnc 

*' = — p ==/(-^); 

/ Xdx 

xydx:=if[x] 1 jrdx 
«/o 



et, en difTérentiant, 



^X 



=^'">X 



Xiùc-hjr/lx) 
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OU 

(liiTérentiant de nouveau, nous avons 

^ fj^/(f) _ ^ r,_ jlfj-/i£ll . 
dx f'[x) --^L dx f'[x) J' 

les variables se séparent imBiédiatement : 

d X — f[^) 



X 



— /{x) x—f[x) 



Intégrant et désignant la constante arbitraire par a, nous 
avons 



X 



jy-^i — „J x-/(x) _ ° j x-j 



^ /V) "" -x-f[x)' 

ou bien 

Exemple, — f[^) =^ -^i = ^•^• 
On trouve 



en faisant b = 






[i-kY 



Pour A = - ) on a 

, 2.x 

jrz=bx, a:, = — î 
* • 

propriété connue du centre de gravité du triangle. 
Ar = - donne 

2 - j: 

2 
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221 



k = ■= donne 
5 



jr = b\/x. 



parabole ayant son sommet à l'ongiiie et tangente à l*axe 

des j^5 on a donc 

3j: 



.T. 



/r = 7 donne 
4 



j- = bx*, 



parabole ayant son sommet à Torigine, et tangente à Taxe 

desj^^ on a donc 

3.r 

4 

dans le cas actuel. 



Problème n^ 7. 



Troui^er une courbe AM telle^ que Vabscisse x^ du 
centre de grai^ité de l'arc compris entre un point fixe A 
[fig, 35) et un point quelconque M de la courbe soit 

Fig. 35. 



M 



P 



X 



proportionnelle à l'abscisse x du point M. 
On aura 






X'V' 

XV' -^^^ 



dx 



= kx 



dx 
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OU bien 



X''v/'+l^'^=*'fV-^Ê^'^' 



en différentiant, il vient 



\/^=*XV-^è''^-*-'V"^ 



ou 



('-*)V'-*-ê'=*XV'+Ê'^' 



différentiant de nouveau, on a 



\/ 



rfi/n- 



^r 



<'-*V'-^^-^('-*)'-^^^i^=V 









' ' tir' * 



Intégrons, et nous aurons 



y 



^= c' -^ J y cx^~ ^ — I dx. 



Nous sommes ainsi conduit à une différentielle binôme; 
nous pourrons intégrer, quand nous aurons, en appelant 
p ex q des nombres entiers positifs ou négatifs, 



I — ff I — k I 



= /' o" 71 i-*-r = y' 



4^— *2 '^ 4^ — 2 2 
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c'est-à-dîre , 

k = -r- ou Kz=i -, — 2 — • 

En faisant, par exemple, p = — i, nous avons 



i dy ^ je — x 
dx 



*=^' ^=y — ' 



équation d'une cycloïde engendrée par un cercle de rayon -) 
dont le sommet est à l'origine, la base étant parallèle à Oy, 



Problème n® 8. 

Trousser une courbe telle, que le segment intercepté sur 
l'axe des x par la tangente et la normale ait une lon- 
gueur constante 2 a. 

L'abscisse à l'origine dé la tangente est x — jr -— » celle 

de la normale est J^-hy-^^ on aura donc, pour équation 
diflférentielle de la courbe, 

ou bien 



(dur \ * rf.r 



d'oi 



ou 



dx z= ^ ^ df. 



On en tire, en intégrant, 



_^,^^^±v/^'-J-' 



;v = a log zp ^a^ -^y^ -h const.; 

mais il est plus commode d'introduire une variable auxi- 
liaire. Nous choisirons l'angle a de la tangente avec Oxx 



a 24 TEOISIEME PÀaTIE. 

nous poserons donc 

dy 
-=tang«, 

et l'équation (i) donnera 

jr = asiate; 

nous aurons ensuite 



ou bien 



- cosa • 2acosacos2a ^ 

dx = -; djr :=z ; da 

sma sina 



/cosa . \ 

dx = zal -. sm 2 a I aa ; 

\sma / 



en intégrant et supprimant la constante, en transportant 
les axes parallèlement à eux-mêmes, il viendra 

a:=za log sin'a — 2 a sin'a, 
y zr:a sin 2 a ; 



(a) 



rapprochons la valeur dej^, mettons en regard -r ^'^-ry 



dx 2acosacos2a 



(3) 



dft 



sma 



dr 

-^ = 2âC0S2a; 

dOL 



nous avons {^fig* 36) tout ce qu'il faut pour construire la 
courbe. 

Fig. 36. 

A 




Pour a = o, x = — 00 , j= o, la courbe, est asymptote 
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à l'axe des X'^ TT ^^TT *^^^ positifs 5 xelj vont en crois- 
sant, tant que a est plus petit que y ; nous obtenons ainsi 

la branche AB. Pour a plus grand que -7> a: et j^ vont en 

décroissant; cela ne peut avoir lieu que si Ton a une nou- 
velle branche de courbe située au-dessous de la tangente BT ; 
le point B est donc un point de rebrou ssement de première 

espèce. Pour a = -> j^ =1 o, le changement de a en tt — :: 

ne modifie rien à la valeur de x, taudis que j'^ change de 
signe. La courbe est donc symétrique par rapport à Oo:*, 
nous obtenons ainsi toute la courbe ABCB'A. 

Proposons-nous de trouver l'aire U = ABCB'A5 nous 
aurons d'abord à tormer j dx -^ nous trouverons 

, 2a'siQ2aCOSaCOS2a , , 

Ya,T = : dx = .; «* COS'a ces 2 a Va, 

sma 
el la valeur de U sera 



TT 

^11=/ 4^' ces' a cos 2 a cIoL — aireBCD, 

TT 7C 

~\] =: I 4^'c^s'acoS2a<^/a -f- I 4^'^^^'* ^^^^"^^^i 

J t/TT 



4 






TT 

'cos'acoS2a^a 



Tt 



= a^l (l -h 2 C0S2a -h COs4a)^3c m 9 

T. — Rec. 1 5 
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Cherchons la longueur S de l'arc BCB'; on a 



2 a ces 2a. 

as z=z : c/flt, 

sma 

IS = — 2fl J L^ — 2 sinaj rfa = 2û[v^— log(^ -h i)], 

4 

S = 4«[\/2 — iog(v^2 -h i)]. 

On a enfin, pour le rayon de courbure, 

2a COS2a 

^ sma 

Problème n» 9. 

Trouver les courbes telles que les portions de leurs nor- 
males comprises entre les axes Ox et Oy aient une lon- 
gueur constante L 

dy 
Soit p=z-j-'^ Téquation de la normale est 

les segments qu'elle intercepte sur Ox et Oy sont 



,x 



Pïy 



P 

on aura donc 



(^+/^j)*(i + ^)=^ 



d*où Ton tire 

(i) x-^pjr=i ^ 



yji-^-p^ 



C'est une équation linéaire par rapport à x elj\ on sait 
intégrer une telle équation. DifTérentions et remplaçons 
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dx par -^> et nous trouverons 
^ P 

4> . i' .__ ¥ 



dp 14-/?»-^ ' ,,f 

Nous savons que Tintégrale générale de celte équation li- 
néaire est 

l'équatiou (i) nous donnera ensuite 



^'-Z'' , 2(i+i>') 



Soit p = tanga^ a sera Tangle de la tangente avec Taxe 
des x\ les expressions de x et j^ deviendront 

ar = / »in« H — sina cos*« — C sina, 
r = cos'a -h C cosa. 

Nous avons donc a: et j^ en fonction de la variable auxi- 
liaire a : nous pourrons construire la courbe^ toutes les 
courbes obtenues en donnant à la constante arbitraire C 
toutes les valeurs possibles sont des courbes parallèles; 
car, en faisant 

jr, n: / sina H SUla COS'a, Jo = cos'a, 

2 2 

on a 

X =:a?o -4- CCOB 1 a 4- 



(a4-~j» ^=:îj^,-4-Csin(«-t- -j 



ce qui exprime que le point x^ y s'obtient en portant sur 
la normale, au lieu du point x^^ y^^ une longueur con- 

i5. 
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staiitc C. Nous pouvons donc nous borner à discuter Tune 

des courbes (a), obtenue en donnant à C une valeur par- 

3/ 
ticulière; nous prendrons C=-r) et nous trouverons 



(3) 



Ou en tire 



il en résulte 



j:= Q-sma -f-rrsm3a, 
3/ / ^ 

Y =z -~- cosa — 77 cos 5 a. 
•^8 8 



d.r 3/ 

--- = -7- ces 2 a cosa, 

dx 31 

--- = -7- cos2asina; 
aoL 4 



û?.v 3/ 

-— = -7- cos 2a. 

aa 4 



Soit p le rayon de courbure ^ on aura donc 

3/ 3/ . / 7r\ 

p =r -7- C0S2 a = -7- sm 2 I a H- 7^ J • 

4 4x4/ 

D'après le n° 7 du problème i, troisième Partie, on voit 

que la courbe est une épicycloïde engendrée par un point 

3/ 

d'une circonférence de rayon -^ roulant à rintérîeur d'une 

o 

circonférence de rayon -; donc cette épicycloïde et ses 

courbes parallèles donnent la solution générale du pro- 
blème proposé. On peut dire, si Ton veut, que toutes ces 
courbes sont les développantes d'une même épicycloïde- 

Ce résultat était facile à prévoir 5 car la normale de la 
courbe cberchée, ayant une longueur constante comprise 
entre Oo: et Oj-^ est toujours tangente, comme l'on sait, à 
une épicycloïde; cette épicycloïde est donc la développée 
des courbes cherchées , et l'une de ces courbes sera elle- 
même une épicycloïde. 
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Problème n^ 10. 

Trouver une courbe telle que les tangentes de ses diu" 
meures, aux points où ils rencontrent la courbe, soient 
parallèles à une direction donnée. 

Prenons cette direction pour axe des x, Soil y==f{x) 
l'équation de la courbe cherchée-, nous avons vu, pro- 
blème 32, première Partie, que le coefficient angulaire de 
la tangente au diamètre au point a:, y^ ou il rencontre la 

courbe, estf^x) 7^{\'t i^ous devons donc avoir 

ce qu'on peut écrire 

Multipliant par dx^ intégrant et désignant la constante 
arbitraire par log a, il vient 



ou bien 



loê/''(*)=31oe/'(^)-loga 

«/'(^)==[/'(x)]', 

Multiplions encore par dx^ intégrons et désignons la con- 
stante par 6, et nous aurons 






a3o 7110IMÈMB PAKTIB. 

On en conclut, en désignant par c une nouvelle constante, 

C'est réquatiou d'une parabole dont Taxe est parallèle à 
0;r; dans ce cas, tous les diamètres sont rectilignes. 

FroUèmt ii« il. 

Trou\^er une courbe telle que les tangentes de ses dia- 
mètres, aux points où ils rencontrent la courbe, passent 
toutes par un point fixe. 

Prenons ce point pour origine; l'équation 

devra être vérifiée, quel que soit or, quand on y fera X = o, 
Y = o. On aura donc 

M = ,[/.,.)- ^] 

ou bien 

Multiplions par dx et désignons la constante par logo, et 
nous aurons 

31og[*/'(^) -/(-^l] = log/"(«) - logfl, 

«[V(«)-/W]'=/''W, 

xf"[x) 



ax 



{»f{^) -/(^)? 
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Intégrant de nouveau et appelanl» b une constante*, on a 

ax* — b — I 

/(^) _ dx 



d •'-^— ^ = 



/dx 
■ •" * 

Or / =rrr-^=r: = — 7— Jb — ac^\ îl viendra donc 

J x^)jb^ax^ *^ 



6 
6' 






équation d'une conique quelconque ayant pour centre le 
point fixe^ tous les diamètres sont donc rectilignes. 

Problème n® 12. 

Trouver une courbe telle fue le coefficient angulaire m 
de la tangente en un point quelconque de la courbe et le 
coefficient angulaire m' de la tangente du diamètre au 
même point soient liés par la relation 

mmH =. const. = — i*. 
Nous aurons 

/•W [/'W - ^^^] = - '•■ 
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On tire de là successivement 



t/'(*) 



3 ' 



y^h- 






I « 






X — b 



/'{-] = — » 



v/-"(^')" 



OU bîon 



M-c = -j\/r-jA-^-^)^ 



rt' 



(j--c;' + x-'fx -*)'=-- 



î 



c'quation d'une ellipse ayant ses axes parallèles aux axes de 
coordonnées, et dans laquelle le rapport du petit axe r.u 
grand est égal à k. 

Problème n« 13. 

Trou\^er les courbes dans lesquelles l'arc, compté à 
partir d'un point fixe, est une fonction donnée de y. 
On a 

•^-/(r)j 

à'oxx 

X -h const. =/^/'»(/) — I dy. 



APPLIGATIOn DU CALCUL IHTÉGRAL. 



a33 



APPLICATIOirS. 



1° Trou\fer (fig- 3 7) les courbes telles que .s^ ^=^ 8aj^ 
Dans ce cas, 

f[x] =2v/aar, 

C'est réquation difTérentielle d'une cycloïde dont la base 




(Si parallèle à Ox, et le sommet est en O, le rayon du 
cercle générateur étant a\ on a en effet, pour cette courbe, 



OU 



dx 
dy 



Ix lia 



r 



a® Trouver les courbes telles que s = \jj~ — a*. 



On 



a ICI 






djr. 






a a 
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en désignant par Xt la constante. Il en résulte 



X— X, 



r+ 


v(r'- 


-«'= 


ae « , 


X- 


Vr'- 


-a'= 


x,-x 








— X. X.. — X 




y = 


a ^g a 




= *— 


f(;- 


— Xo X, — X 


r' — a*= 


a — g a 



l 



la courbe est donc une chaînette. 

s 

3° Trouver les courbes telles que y = ae". 
On tîre de là 

a 



.r — X, =: ^fl» — jr' — a log 



a -I- ^a* — y' 



La longueur de la tangente ou -^ — ^ est ici égale 

à a; la courbe cherchée est doncla courbe aux tangentes 
égales. C'est Tune des développantes de la chaînette de 
l'exercice précédent. 

Problème n« 14. 

Trouver la fonction f telle que les trajectoires sous un 
angle donné ol des courbes représentées par l'équation 
r = C/*(9), où C est un paramètre variable, ne soient 
autre chose que les courbes proposées qui auraient tourné 
d'un certain angle. 
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Pour la courbe 

on a 

/fO) 

pour la trajectoire, on doit avoir 

rd9 „ 

— -UngV 

— --=tang.. 



I H — j- tangV 
ar 



Soit posé 



nous aurons 






(3) -_: — ^=UDg«. 

Il n'y a pas lieu d'éliminer C entre cette dernière équation 
et l'équation (i), puisque C a disparu de lui-même. L'équa- 
tion (3) donne 

rdB f -f- <p(0) tanga 

dr «p(9) — tanga 

ou bien, en posant 

(4) y(9)rrrtang,Ke), 

nous trouverons 

^=:tang[>Kô)-a]^ô, 

et, en intégrant et désignant par C^ la constante arbitraire, 

(5) r=C'<?'^'"«t'l'^*^ -*!*'*. 
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L'équation (5), où C «^ une certaine valeur, doit représenter 
une des courbes proposées, qui aurait tourné d'un certain 
angle i) nous aurons donc 

d'où, en prenant les dérivées logarithmiques, 

ung[^,(9) -«]= ^j^3±il =^(8 4- = tang[^.((; •+ ,)]; 

nous avons donc 

Cette équation, qui doit avoir lieu pour toutes les valeurs 
de 0, avec des valeurs déterminées de a et de i, est satisfaite 
quand on prend pour 4'(^) tine fonction du premier degré 

Q Q 

^ j I //M • 5 9o et m étant des COU- , 



y^ii w, uiwuo pi lyUUA v^xAo Y\ / ""■ "' 


stanles; l'équation (6) donnera 


m m 


d'où 

• 


m 


l'équation (4) donne ensuite 


^[e)-tang ^ , 


et l'équation (a) 

. 00-0 

/'(9) '» 



^ ' cos 

771 

En intégrant, nous aurons 



log/( 0) = m log Teos -•^- j 
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d'où 

cos — 1 ? et l'équa- 
tion (i) deviendra 

(n) r=.c{cos^y. 
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i^ /7ï=: — I. L'équation (7) donne 

rcosB = C, 

qui, quand C varie, représente des droites perpendiculaires 
sur Taxe polaire, 
a** m = i. L'équation ( i ) devient 

r=z Ccos0; 

elle représente une série de cercles ayant leurs centres sur 
l'axe polaire et passant par le pôle. 

3** m = • On a, dans ce cas, 

2 



^/cos 2 B 

ou, en coordonnées polaires, 

équation d'une série d'hyperboles équilatères ayant leur 
centre commun au pôle et leurs grands axes dirigés suivant 
l'axe polaire. 



4° m:=i: 
2 



/ = C v^cos2Ô; 
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on a ici des lemniscates ayant encore pour centre et pour 

axe communs le pôle et l'axe polaire. 

5° m = — a : 

C 



cos*- 

2 



rî 



équation d'une série de paraboles ayant pour foyer et pour 
axe communs le pôle et Taxe polaire. 
6° m = 2 : 



^ 9 C C 

r=: Ccos' - = — I — cosG, 

2 2 2 



équation d*une série de limaçons de Pascal. 



Problème n» 15. 

Une courbe plane se meut dans son plan parallèlement 
à une direction donnée; trouuer ses trajectoires sous un 
angle donné. Est-il possible de déterminer la courbe de 
façon que les trajectoires soient égales à la courbe pro^ 
posée? 

Prenons l'axe des y parallèle à la direction donnée ; l'é- 
quation de la courbe donnée, dans une quelconque de ses 
positions, sera 

OÙ X est le paramètre variable -, le coefficient angulaire de 
cette courbe est f{x) ^ nous aurons donc pour la irajec- 
toire, en appelant a l'angle constant, 

(2) — =tanga. 

Il n'y a pas lieu d'éliminer A entre cette équation et l'équa- 
tion ^i), ce paramètre ayant disparu de lui-même* L'équa- 
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lion (a) est donc réquation différentielle des trajectmres -, 
on en tire 

I ^_, /^(^) -+■ tangg 

j elx ~^ l — f^[x] tanga 

et, en désignant par jul la constante arbitraire, Téquation 
générale des trajectoires sera 



,3) y-^^-j ,_/'(x)tanga'^- 

Prenons pour la courbe proposée 

\4) r-+-> = iog--?^; 



nous aurons 



cosj: 



/(x)=:log-!-, 
^ ' ^00507 



« /'(:r)=:tangjr, 

f'{x) H- tangg 

— ^—777 — r — - — = tang(.r-h a), 

i—/'(ar) tanga '^^ ^ i^ 

etlequation (3) des trajectoires deviendra 

j -h f* =/tang(.r -f- ajûùf 
ou 

jr -h fA = log 



C0s(a: -H a) 



On voit que les trajectoires s'obtiennent en déplaçant la 
courbe donnée parallèlement à Taxe des x et faisant ensuite 
mouvoir la courbe déplacée parallèlement à Taxe des^. 



Problème n» 16. 



La base d'une çycloïde se meut le long de l'axe des y ; 
o/i demande de trouver les trajectoires orthogonales de la 
cjrcloïde dans ses positions successiv^es. 

Soit a le rayon du cercle générateur; l'équation de la 
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cycloïde dans une position quelconque est 

où X est le paramètre variable. Le coefficient angulaire est 

donc i/ — '■ — 5 et, pour la trajectoire, nous aurons Té- 
quation difrérentielle 

dy I X /'la — .c 

-~i/ =:z — : ou ar = — i/ de, 

dx y ia — .r y X 

Faisons x =^ \a — x\ et il viendra, pour Téquation des 
trajectoires, 

les trajectoires sont donc des cycloïdes égales s^ix propo- 
sées^ dont les bases se déplacent parallèlement à Taxe des 
7, mais dont la concavité est tournée en sens opposé par 
rapport à Taxe des x. 

Problème n» 17. 

Trouver la courbe telle que le produit des distances de 
chacun de ses points aux n sommets d'un polygone régu- 
lier soit égal à une constante è". 

Désignons par a [fig- 38) le rayon de la circonférence 

Fig. 38. 
Ai 




circonscrite au polygone régulier, /' et 6 les coordonnées 
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polaires d'un point quelconque du lieu ^ nous supposerons 
que Taxe polaire passe par un des sommets^ considérons le 
sommet A,-^ le triangle MOA,- nous donne 



MAf = 7-' -+- rt' — 2arcos 



(^ - ') 



Le produit de toutes les expressions semblables, quand i 
varie de zéro k n — i, doit être égal à 6*". Pour obtenir ce 
produit, nous écrirons 

MA? =. [r — a cos a d — i sin ^ ) 

\ ^ ^ ! 

lifc — nB . . o./TT — nB\ 



y^\r — a cos 



a J — I sm I ; 

n ' ^ I 



or le produit des valeurs que prend le premier facteur est 
l'expression 

r" — a'*cos/î9 -f-/i"si!i/iô yj — i; 

car, en égalant cette expression à zéro, on a une équation 
dont les racines sont comprises dans la lormule 

9X77 — nB , . !?./7r — nB 

r z= a cos {- a J — i sin » 

n ^ n 

ou /. doit recevoir les valeurs o, i , . . . , n — i; de môme le 
produit des valeurs du second facteur qui entre dans MA/ est 

r" — a" cos/zd — «" siii/î9 y — 1 ; 

donc le carré du produit des distances de chaque point du 
lieu aux sommets du polygone régulier est 

('"— a"cos/îô-hrt'?sin/iO^ — 1 ) (/» — ^"003/20 — rt'*sin/î9 y' — i ) 

i-' équation du lieu est donc 

(0 r^ — 2fl'»/'"cos/ïô -4- «"»=: ô"». 



i 
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Si Ton veut discuter ces courke&y la formule suivante, 
donnant Tangle Y, sera trèâ*utile : 



a" 



cosV =: T- sin/2 0. 

Il est à remarquer que l'expression (i) se simplifie beau- 
coup pour Â = a ^ on a en effet, dans ce cas, 

(2) r^nr 2^l"COS«0. 

Nous avons déjà rencontré cette courbe plusieurs fois. 
Sa podaire par rapport à Torigine est la courbe 



z^» 



= 2<2" ( ces ) 



n+1 



En appelant p la distance de Torigine à la tangente â la 
courbe ( 2 ) et jO son rayon de courbure, on a les expressions 
suivantes : 

p = j p=Z 7 r 5 d*OÙ PP^= • 

' aa" ^ (/i4-i)r"-* ^ « -f- 1 



Problème n» 18. 

Trouver, quand h varie , les trajectoires orthogonales 
des courbes représentées par l'équation 

(i) /"• — 2a"/«cos«0 -T- «*"= ^** 

du problème précédent. 

Diilérentiant cette équation, on trouve 

( r" — a^ cosn ) d!r 4- a"r siû/z 0£^9 = o, 
d'où 

tangV= ■--. — - — . 

Nous avons donc pour la trajectoire, en remarquant que le 
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paramètre b a disparu, 






dr fl"sm/îO 
ou bien 

dr rcos/iO r"+* 



d^ sin/zô a"sin/2Ô 



ce qui est une équation de Bernoulli 5 nous récrirons 
comme il siuit : 



à- 

r" I /zcos/zG n 



dO' r* sin/iO «"sin/iG 

Celte équation est linéaire, et son intégrale générale est, 
en désignant la constante arbitraire par — tang/i6on 

I . /tang«0„ n r dO \ 
r» \ a'» a"» J sm^/zô/ 

ou bien 



«" 



— = sin/îô(tang/iÔo -f-cotwO); 



on en tire 

(2) A-«: 



cos/î[0 — G,) 



Telle est l'équation générale des trajectoires. 

Si Ton demande, par exemple, les trajectoires orthogo- 
nales de toutes les ovales de Cassini ayant les mêmes 
foyers, 2a étant la distance de ces foyers, il suffira de faire 
^= a, et l'équation (2) deviendra 



û'cosaôo 



C0S2(Ô— 0,) 

ce qui est l'équation d'une série d'hyperboles équilatères 
ayant l'origine potur centre. 

16. 
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Problème n^ 19. 

Soient (fig- 39) P, PsPs- • P» "'^ poljgone quelconque, 
/'i, r,,. . . , r„ /e?.ç distances d'un point quelconque M «wo: 




sommets du polygone, «1, «j, . . . , a„ les angles MPjPa, 
MP2P3, . . . , //il, /7îi, mi, ... , /;/„ des noinhres donnés; les 
équations 



,ui I -t- fli j -+-...-<- in^ 



(i) r\"*r^"^.., /;!''*=: a' 

( 2 ) w, a, H- /Waaj 4- . . . -f- m„a;, ::= (/w, -t- Wj -h- • . . -h m„ ) 6, 

leprésentcront des courbes orthogonales, quels que soienî 
les paramètres variables a et Ôq. 

Soient, en effet, x et r 1^'s coordonnées du point M, «i 
et bi celles du point Pi, a, et i, celles de Pj, ... ; nous 
avons 

(3) r]z={.r^a,y-^(x^b,)\ rj^..., 

a, — a, .r — a, 

(41 *^^-' = 6.-6, r-&. ' t»ng«. = v- 

IH ^=^^ 



tiC. X 



Différentions logarithmiquement l'équation (i); en tenant 
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compte des formules (3), il viendra 

l X — û, x — ai \ 

(5) { ^ '•• ^' ' 

. / y — ^1 y — ^2 \ 

-f- dy\m, 5 hm^^ — 5 h. . . j =0. 

La formule (2) différentiée donne 

niydaLx -1" f^idoL, -+-... = o ; 

or, en partant de (4)) après des réductions faciles, on trouve 

, (r — *i)ûbr— (x — a^)djr 

d(ii= '- ,j-^ i — ; 

^\ 

nous aurons donc, pour la courbe (2), 

drinii ; h m, h . . . I 

(6) { ; '' '' ! 

— «rl/wi — 1 — H/W2 — 5 — h. . . j =0. 

Les équations (5) et (6), d'où les paramètres variables a 

dr 
et 60 ont disparu, donnent toujours des valeurs de ~- dont 

le produit est égal à — 15 donc, quels que soient les para- 
mètres a et do ) les courbes (i) et (2) se coupent toujours à 
angle droit. 

SUR LES ROULETTES. 
Problème n» 20. 

Une courbe AH {fig* Ao) roule sans glisser sur une 
courbe MG ^ on demande de troui^er le lieu décrit par un 
point N invariablement lié à la courbe mobile. 

Soient jc et y les coordonnées du point de contact M à 
un moment donné, y =.f[x) l'équation de la courbe MG, 
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a l'angle de sa tangente MT avec Ox; soient X et Y les 
coordonnées du point N, r la distance NM, Y = F (X) l'é- 
quation du lieu du point N; on sait que la tangente à ce 



V 






Fig. 4o. 
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lîeu est la droite NE perpendiculaire sur NM; si (3 est l'angle 
qu'elle fait avec Ox, on aura 

tangp=F'(X). 

Soit encore A un point déterminé de la courbe mobile 

Ô = ANM, 

9 et /' seront les coordonnées polaires d'un point quelcon- 
que M de cette courbe mobile, dont l'équation, avec ces 
coordonnées, sera 

e=,(r). 

Nous aurons 

X = ar— rsinp, ¥ = 74- rcos^ 

ou bien, en remplaçant y par ^(j:), Y par F(X), tang{3 

parF'(X), 

rr(X) _ 



X = j: — 



F(X)=/W 



V^i-+-F^(X) 



V^i-+-F»(X) 



V désignant Tangle TMN, on a 



V==9oO--(p-a) 
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et 

~ I -t- tangp tangflç ~ I -f.F(X)/'(jr) ' 
nous aurons donc 



s/i + F»(x) 

F(X)=/(x)-i- 



v/i4-F^(X) 



Ces formules vont nous permettre de résoudre aisément 
les trois problèmes suivants : 

1° On donne la courbe fixe et la courbe mobile; trou^ 
uer le lieu décrit par le point N. 

Nous connaissons les fonctions /"(jc) et ^{r)\ si, entre 
les trois équations (i), nous éliminons x et r, il nous res- 
tera une équation entre X, F(X), F'(X), d'où nous dédui- 
rons la fonction F(X), et par suite Téquation Y = F(X) 
du lieu du point N. 

2** On donne la courbe fixe, et Von demande (/uelle 
courbe il faut faire rouler sur elle pour que le lieu du 
point N soit une courbe donnée. 

Nous connaissons les fonctions y*(j:) et F(X): si, entre 
les trois équations (i), nous éliminons x et X, nous aurons 
une équation entre r et f\r)^ d*où nous tirerons cp(r), et 
par suite l'équation 6 = cp(r) de la courbe AH. 

3° On donne la courbe AH et le lieu du point N; on 
demande de tr ouvrer la courbe fixe MG. 

Nous connaissons les fonctions (f[r) etF(X)^ entre les 
trois équations (i), nous éliminerons r et X, et nous trou- 
verons une équation entre x^ f{^) et /' (x), d'où nous 
tirerons l'équation j^ ■=if[x) de la courbe fixe. 



s 
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Avanl de faire des applications, nous supposerons dans 
les formules (i) que la courbe fixe se réduit à une ligne 
droite, Taxe des x; elles deviendront 

■ F(X) 



V^i-l-F''{X) 

Problème n^ 21. 

Une dcveloppanle de ce/cle roule sans glisse/' sur l'axe 
des x; quel est le lieu décrit par le pôle de cette courbe? 

L'équation de la développante de cercle en coordonnées 
polaires se trouve immédiatement en exprimant que la dis- 
tance d'une normale quelconque au pôle est constante^ on 

trouve ainsi 

rdr 
rcosy=za ou — =^ ^j 

\Jdr' '\~ r'dB^ 

d'où 

rdQ \/r'* — a^ 
~dr "" a ' 

on a donc, en admettant les notations de Tarlicle précédent, 






ar 



Les formules (2) de cet article donneront 

F(X) = -T==L=-, 

l'élimination de r entre ces deux équations donne 

F(X)F(X)==û 
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OU bien 
I YdY=adX. 

On en lire 

Y»=r2a(X — C); 

la courbe décrite est donc une parabole dont l'axe est là 
droite fixe sur laquelle roule la développante de cercle. 

Problème n» 22. 

Une épicj cloïde roule sans glisser sur une droite Jixe; 
(fiiel est le lieu décrit par le pôle de cette épicy cloïde? 
(Le pôle est ici le centre du cercle fixe de rayon a sur lequel 
a roulé un cercle mobile de rayon b pour engendrer Tépi- 
cycloïde.) 

L'équation différentielle de Tépicycloïde en coordonnées 
polaires est, comme on le verra plus loin (problème 40), 



dB=z " dr-, 

^ r\J[a-\-lbY— r^ 

on a donc 






et les formules (2) deviendront 



a-\- nb \Jr^ — à^ I 



F(X)=- 



V'H-F"(X) 
éliminons /' entre ces deux équations, et nous trouverons 



F(X)F'(X) = ^A^Î^^Ï^Ï1=^^ 
^ ' ^ ' a -^ 7.b 
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OU bien 

aOA = (a -+- 20) 



d'où, en intégrant, 

fl(X — X.)=- (û5+2^)v/(«4-2^)»— Y', 

ainsi, quand une épicycloïde roule sans glisser sur une 
droite fixe, le pôle de répicycloïde décrit une ellipse dont 
Tun des axes coïncide avec la droite fixe^ ces deux axes 

ont du reste pour valeurs -i '- et %{a'^ nb). 

Problème m" 23. 

Quelle courbe doit-on faire rouler sur une ellipse pour 
quun point lié im^ariablenient à cette courbe décriv/e le 
grand axe de l'ellipse? 

Nous avons icif(x) = - ^a* — j:*, F(X) = o; les équa- 

lions (i) de l'article cité plus haut deviendront 



— I a ^à^ — x^ 



O =zf[x) -f- rz=i r H sja^ — jr*. 

/ 

Eliminons x entre ces deux équations, et nous trouverons 



b,\r)= " 



ijb^ — r^ 



OU bien 



_. a dr 



b sjb^-^r^'' 
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d'où, en intégrant, 

-(0— • ô») zrsarcsinT» 
a> ' b 

h . 

r=^sin--(ô — 9o). 

Telle est l'équation de la courbe cherchée. 

Problème n"* M. 

Sur quelle courbe doit-on faire rouler une cardioïde 
pour que son pôle décrive une ligne droite ? 

L'équation de la cardioïde rapportée à son pôle est 

r = fl(i 4- cos9); 

on a donc 

f £1 I 

ô=:arccos =:y(/-), d'où y'(r) = — 



r» 



y2«r — 
Les équations (i), quand on y fera F(X) = o, deviendront 



V 2a-r~/'(.r)' 
o =/(«) 4-r, 

Si l'on élimine r entre ces deux équations, on obtient 






Posons j- = — f{^)'i et nous aurons^ 






—r 



ce qui est l'équation d'une cycloïde engendrée par un cercle 
de rayon a roulant sans glisser sur Ox. 



aSa 
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Problème n« 25. 



TrouK^er les courbes dans lesquelles il existe une rela- 
tion donnée entre le rayon de courbure p et le rayon de 
courbure correspondant p' de la développée. 

Soit |o'= ç(p) ^ soît, en outre, a Tangle de la tangente à 
la courbe cherchée avec Taxe des x^ on a 



p'=±^ 



par suite 



c/a' 






«-«.=: =±J 



?(P) 



De cette équation on tirera p en fonction de a, et l'on ren- 
trera dans les conditions d'un problème traité précédeni oient. 

APPLICATIONS. 

1° TrôuKfer les courbes telles que la distance de chacun 
de leurs points au centre de courbure correspondant de lit 
déi^eloppée soit constante. ^ 

Soit a cette longueur constante ; nous aurons 

p'-H p" =aK 

dp 



daL=z± 



sla" — p2 

-1- • P 

a — ao = in arc sm - 7 

p = =fc « sin ( a — «0)5 

donc les courbes cherchées sont des cycloïdes. 
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2® Trouver les courbes telles que le rayon de courbure 
de la courbe et celui de la dés^eloppée soient liés par la 
relation 



On aura 



£- 


6» 




p' *y/' 

b da. f- 


p' 

a» 




-(«-«.) 


\/-ë 

-4- • P 

= "T~ arc sm - ? 
a 



p = m a sm - (a — a» ) ; 
• a ^ ' 



donc les courbes cherchées sont des épîcycloïdcs . 
3** Trouver les courbes telles que Von ait 



Nous aurons 



p'2=: 2ap, 



r / I- ^P 

P = :: 



On tire de là, eu appelant p^^ le rayon de courbure de la 
développée de la développée, 

„»_'^'p_^ 
p-^ôî-"- 

Cette dernière courbe est donc un cercle, et la courbe 
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cherchée est Tune des développantes de la développante de 
cercle. 

4° Trouver les courbes telles que le triangle formé par 

chaque point de la courbe, le point correspondant de la 

dés^eloppée et le centre de courbure de cette déi^eloppée 

aient une surjace constante. 

On doil avoir 

a} ûdp à} 

OU, en ne tenant pas compte de la constante, ce qui ne 
change pas la forme de la courbe, 

p2=a»a, 

y- ds 

on en déduira 

djÊ=:a\JQi cosxda, 

djr =zayoL8in ctdat,^ 

- = / Va cosa rfa, 

— = i ^asina^/a; 

on aura donc, par deux quadratures, x et j' en fonction de 
la variable auxiliaire a \ Tare de la courbe représentée par 
les équations (i) se trouve aisément^ on a, en enet, 

ds = a^jâdoL, 

' 2 \ 

pour la longueur de l'arc compté à partir de l'origine. 
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Problème n« 26. 

Trousser les courbes telles que, entre les rayons de 
courbure de la courbe et des deujç premièi^es déi^eloppées, 
on ait la relation 

On tire de là 

d'^p dp 
da} doL 

doL 
en intégrant et désignant par m la constante, il vient 

log^ =IogpH-log/w, 



? 



rriù mda=i ~; 

doL ^^ o 



intégrant de nouveau et appelant loga la constante, on aura 

moL =z logp — loga, 
p = aè^^; 

les courbes cherchées sont donc les spirales logarithmiques. 
En partant de l'équation (i) pour arriver à l'équation (2), 

d*s 

nous avons admis implicitement que p'^ était égal à + "5^7 

mais il peut être égal aussi à — — • Dans ce cas, nous 

aurons 

d 

^da 
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OU, eu appelant b^ une constante, 

dû h^ 

Nous retombons sur le dernier exemple du problème pré- 
cédent. 

Problème n<» 27. 

Trouver les courbes telles que la différence des rajom 
de courbure de la courbe et de la seconde déi^eloppée soi! 
constante. 

On doit avoir 

Prenons 

^^'P ^'P , 

L'intégrale générale de cette équation linéaire est, en dési- 
gaant par a et (Xq deux constantes arbitraires, 

p = / -f- a sin ( a — a« ) . 

Si Ton avait seulement 

p = ûsin(a — tto), 

la courbe cherchée serait une cycloide. On voit qu'il suffit 
de porter sur les normales de cette cycloïde.une longueur 
constante / pour avoir la courbe demandée; cette courbe 
est donc une courbe parallèle à la cycloïde. 

Si Ton prend p"=: ~j on trouvera 

d^Q 
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l'intégrale générale de cette équation est 

p = / -f- cuf^ -4- he~'^\ 

a et i désignant les deux constantes, la courbe cherchée est 
une courbe parallèle à celle qui vérifie l'équation 

p = flc* -4- he^. 

Pour cette dernière, on aura 

X = afe* CCS « €/a -+- bje-"" cosa^/a, 
X = fl/e* sin a ^a 4- h fer* sin a dct 

ou, en effectuant les intégrations et ne tenant pas compte 
des constantes, 

i ix=z ae*(cosa -f- sina) — ôc^*(cosa — sina), 
\ 7.y=i — ae"(cosa — sina) — /y^-*(cosa + sina). 

En appelant r le rayon vecteur de cette courbe, on a 
2r*=a'c'*4- ft'c^** ou 2r*=:p' — 2,ab. 

Ainsi cette courbe jouit de cette propriété 



p = ^2 ^r* -4- aK 

On la construira d'ailleurs aisément à l'aide des équa- 
tions (i). 

Problème n® 28. 

Trousser les courbes pour lesquelles on a 

n^p — p''= /. 

T. — Mec, I *] 
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L'intégrale générale de cette équation linéaire est 

0= ---H«sm/i(a — o,); 

donc la courbe demandée est une courbe parallèle à une 
épicycloïde. » 






n^^^^=i l. 



da? 



L'intégrale générale de cette équation est 

/ 

0=:— H- ««"•-h he-'^x 

la courbe cherchée est parallèle à celle représentée par 
l'équation 

Pour cette dernière, on trouve sans difficulté 

x:= — tf"*(/ïC0Sa-+-sina) ; ^^"•(/icosa — sina), i 

a , , . b , . , 

€"*(/! sina — cosa) -^ — c""*(/isina H-cosa). 



/!=• -h I * ' /î^ -r- 1 

Remarque, — On voit que, si Ton demande de trouver 
une courbe telle qu'il existe entre les rayons de courbure 
successifs une équation de la forme 

où X, X', . . . , X("+*^ sont des constantes, on aura à intégrer 
l'équation linéaire et à coefficients constants 

•^ dot, do} doi^ 

qui fera connaître p en fonction de a et de tz constantes 
arbitraires, après quoi l'on rentrera dans un problème déjà 
traité. 
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Problème n» 29. 

Trow^er les courbes qui sont égales à leurs déifeloppées. 

Nous connaissons deux courbes jouissant de cette cu- 
rieuse propriété, la cycloïde et la spirale logarithmique; 
nous nous proposons de chercher les autres courbes, s^il y 
en a. 

Nous chercherons Téquation de la courbe sous la forme 

(0 p =/(»). 

qui, comme nous l'avons vu déjà plusieurs fois, détermine 
entièrement la forme de la courbe. Pour la développée, on 
aura 



p'=±/'(a), «' = «4-^; 
par suite 

Cette équation devra coïncider avec celle de la courbe (i), 
qui aurait tourné d'un certain angle oc^ \ ainsi nous devrons 
avoir 

OU simplement 

(2) ±/'(a) =/(« + «.)• 

Cette équation (2) devra avoir lieu, quel que soit a, avec 
une valeur déterminée de la constante ao. Si nous suppo- 
sons que, pour faire coïncider la courbe proposée avec sa 
développée, on est obligé de la retourner, nous aurons 

l'équation 

(3) , ±/'(«) =/(«.-«). 

»7- 
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Le problème dépend maintenant des équations (2) et (3). 
Considérons d'abord cette dernière équation^ nous en 
déduirons, en prenant les dérivées par rapport à a, 

(4) zp/'( «)=/'( a.-.); 

mais, en changeant dans l'équation (3) a en «o — a, on a 

(5) ±/'(«.- a) =/(«), 

et, en multipliant membre à membre les équations (4) 
et (5), il vient 

L'intégrale générale de cette équation linéaire est 

/(a) =asin(a — a'), 

a,' et a désignant deux constantes ^ nous avons donc 

p = asin(a — a'), 

ce qui est l'équation de la cycloïde ^ nous retrouvons donc 
cette courbe, et nous voyons que c'est la seule qui vérifie 
l'équation (3). 

Occupons-nous maintenant de l'équation (2). 

Supposons que la fonction f(a) puisse se développer 
comme il suit : 

(6) /(a)=M^*-h5^*4-..., 

M, N, m, 71, . . . étant des constantes, et voyons si Ton peut 
déterminer ces constantes de façon que Téquation (a) soit 
vérifiée; on devra avoir, quel que soit a, 

ce qui conduit aux équations 

. . ( ±:/n = ^«., 
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Ainsi les coefficients M de l'expression de /(a) restent 
arbitraires^ mais toutes les quantités m, 72, . . . doivent vé- 
rifier l'équation (7). Nous ne considérerons que le signe -h 
dans cette équation, et nous prendrons 

(8) /W = #*«o. 

En changeant en effet, dans cette dernière équation, m en 
— m et ao en — «o^ on aurait l'équation 

Nous avons discuté Téquation (8), page 100, et nous 
avons vu que, si «o est négatif, elle a toujours une racine 

positive; si «o est positif et plus petit que -» elle en a deux, 
7w et 71, liées par la relation 

, j log/w _ Iog« 



m n 



Nous pourrons donc prendre 

/(a)rrrMc«* 

et aussi 

(10) /(a) = M^* 4- Ne"*, 

m et /ï vérifiant la condition (9) \ nous trouvons ainsi après 
la cycloïde, comme courbes égales à leurs développées, la 
spirale logarithmique et la courbe définie par l'équa- 
tion (10); nous avons, du reste, montré directement, 
page 97, que cette dernière courbe est bien égale ^ sa 
développée. 

Voyons maintenant si l'équation (8) admet des racines 
imaginaires. On voit immédiatement que, si elle admet la 

racine 7W = rn'-H m}' y/- — i, elle admettra aussi sa conjuguée 

m = m!'— m" ^ — 1\ cette racine donnera donc, dans Tex- 



« 1 
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pression (6), 

/(a) =M^ ('"'+'"" v'^W Ne* {"•'-"•"> v^ 

OU, en changeant les constantes M et N en d'autres conve- 
nablement choisies P et Q, 

(11) /(a) = Pd*'»C0STO"a -h Q<?*'*8in m"a. 

Cherchons donc les racines imaginaires de l'équation (8) \ 
posons 

(12) w = — (cosp 4- i/ — I sin»'), 
et nous devrons avoir 

a« 

= e^^^^lcos [u sinv) -h v^ — i sin(« sini')]. 

Nous tirons de là 





U 

«0 




u sinv = p, 

• 


et par suite 




(i3) 


\ smc 



Telles sont les équations propres à déterminer u et y. Posons 



^ ' smc 



et nous trouverons 



F'{ï')= -T-T-e^***'r(p — sinfcospl'-f-sin^pl, 
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et faisons varier v de zéro à -h oo 5 de zéro à tt, F'(i') est 
positif-, cette dérivée est négative quand i^ varie de tt à air; 
de air à 37r, elle est positive, etc. Donc, ^ variant de zéro 
à TT, la fonction F est constamment croissante ; elle est con- 
stamment décroissante quand {/ varie de ir à air, ... . On a, 
du reste, en désignant par e une quantité infiniment petite, 

F(0 = 7» F( ,r-.e)=-|-QO, 

F( 7r-f-«) = 0, F(a7r — e) =— 00 , 
F(27r-f- «) = 0, F(37r — «) =4-00, 



Donc, i^ variant de zéro à ir, la fonction F passe une fois et 
une fois seulement par chaque valeur positive supérieure 

à -; i/ variant de r à air, la fonction F passe une fois et 

une fois seulement par une valeur négative donnée, et 
d'ailleurs quelconque, etc. Donc, que, dans la dernière 
équation (i3), a^ soit positif ou négatif, il y aura une in- 
Gnité de valeurs de i^ vérifiant cette équation, et la première 
équation (i3) donnera toujours une valeur de u correspon- 
dant à chaque valeur de i^. En mettant, pour plus de clarté, 
dans l'expression (i i), au lieu de m' et m'^ respectivement, 

, UCOSV u ,, II' . V , 

m= = — cot 1^, w"= — sin i^ = — 9 appelant t'i , v'j, . . . 

«0 *0 *0 ^9 



les racines de l'équation -; — e"*'*^°**' = aoî nous aurons donc 

* smf 

les solutions, en nombre infini. 



/(a) = ( P| cos - a + Qi sm — a «*• , 

\ «0 «• / 

/(a) = ( Pï cos - a -h Q, sm — a ) ^0 ^ 
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et celles qn'on peat former avec les jurécédentes par Toie 
d'addition ei de soustraciioii. 

Voilà donc mie infinité de conrbes ^ales â leurs déve- 
loppées. 

ProUàiiie n* 30. 

On demande (fig» ^i) de trotwer une courbe telle que, 
C désignant un point quelconque de cette courbe, CJ le 

Fîg. 4i. 




point coiTespondant de la développée, QJ' le point cor- 
respondant de la développée de la développée, ,.., les 
points C, C^, C*^, soient en ligne droite. 

On doit avoir, dans les triangles rectangles CCJC"^ 

*. zrz, ou 1— zz: = — • 

ce çrçr p p" 

Or, a désignant l'angle que fait avec Ox la tangente au 
point C, on a 



.m -1- r . 



il en résultera donc 



dp d^p 

da . da.^ 
d^* 
d^ 
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Nous ne considérerons que le cas du signe -f-^ et notis au- 
rons alors 



rflogp = rflog--^5 



da} 
intégrant et désignant la constante par k^ il viendra 

Remarquons qu'on tirera de là 



dn-^ip 


d^p 


datr^^ 


rfa» 


<^"+' p ~ 


■" rf^-'p 



et par suite tous les points C, C", C'^, C^S- • • seront en 
ligne droite, et aussi tous les points C, C", C^, . . . . 
Dans Téquation (i), prenons k= — w*, et nous aurons, 

d'où, en désignant les constantes par a et ao, 

p = a sin/w (a — a^), 

ce qui, comme on Ta vu^ page 211, représente des épicy- 
cloïdes. 
Faisons maintenant A: = + m*, et il viendra 

d'où, en appelant les constantes A et B, 
(a) p = Atf"" + B^-*»». 

Nous avons déjà rencontré cette équation, page 258^ elle 
comprend, coiiti||e cas particulier,' la spirale logarithmique. 
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Ainsi nous trouvons toutes les cycloïdes, toutes les épi- 
cycloïdeS) toutes les spirales logarithmiques et toutes les 
spirales définies par Téquation (2). 

Voici [fig' 4^) la disposition des centres de courbure 
successifs de la spirale logarithmique : 

Fig. 42. 




O est le pôle de la spirale, OC et OC sont deux droites 
rectangulaires \ on a 

OC = m OC, 

OC"=m»OC, 



Problème n» 31. 



Troux^er une courbe telle que l'angle formé avec la tan- 
gente en un point quelconque de cette courbe par l'un des 
ajces de la conique qui a en ce point avec la courbe un 
contact du quatrième ordre soit constant. 

D'après les formules du problème 36, première Partie, 
l'équation de la conique rapportée à la tangente et à la nor- 
male de la courbe étant 

A^*-4- 2BX7 -+. C«*-h 2D7 zr^O^ 
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on a 



- = ''S-<l)'-9'-. 



f étant le rayon de courbure de la courbe cherchée et a 
Tangle fait avec une droite fixe par la tangente de cette 
courbe. L'angle i, qui doit être constant, est défini par 
l'équation 

60 -? 
2B ^doL 

tanga]^ = 



On aura donc 

pie 



(È)'- 



'^ du^ 



ou bien 



5* 3^ 

dot da} 



• ^ / 



en intégrant, on trouve 

51ogp — 31og-~ = — 3/a. 

Je ne mets pas de constante \ cela ne change rien à la forme 
de la courbe. H vient ensuite 

p» 
log^- =— ^u, 

doi 
e^doLzzi p *rfp. 
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Intégrons de nouveau et désignons par h' une constante 
arbitraire, et nous aurons 



^=fè)'(^'-^rt 



X et 7 seraient déterminés ensuite par les formules 

X ==/p COS a rfa, 
y=-J^ sina</a. 

Lorsque A:'= o, on retrouve la spirale logarithmique. 

Problème n» 32. 

Tromper une courbe telle que la conique, qui en chéicun 
de ses points a a\^ec elle un contact du quatrième ordre, 
soit toujours une parabole. 

Nous devrons avoir AC — B* = o, et, en remplaçant A, 
B, C par les valeurs rappelées dans l'exercice précédent, 
nous aurons 

(■) 34e_4(|)-,f=.. 

Cette équation différentielle du second ordre ne contenant 
pas a, nous ferons 

dû d^ù pdp 

£=.p, doù ^f = -^; 

Téquation (i) deviendra 

Zopdp , , . d,p^ 8 ^ 
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Voila une équation linéaire qui va nous donner 
OD en conclut 

d.p 3 d,p* 3 rf.p * 

_ / I 2 i / I 2 / n lï' 

pV6Cp*-9 p-V6Cp'-9 V6Cp '-gp • 

en intégrant sans ajouter de constante, on aura 

3p''*-C 
2 a = arc CCS -^ — » 

__2 

3p * = C -h CcoS2a= 2Ccos'a, 



P = 



(M 



cos^a 

En prenant Paxe des j- pour celui des x et inversement, 

l'équation précédente pourra s'écrire p = . ^ i et nous 

avons vu, page aoS, que cette équation est celle d'une para- 
bole. Ainsi les courbes cherchées sont des paraboles, et 
alors la conique coïncide avec la courbe dans toute son 
étendue. 

Problème n"" 33. 

Trouver la courbe telle quen chacun de ses points il 
existe une hyperbole équilatère ayant ai^ec la courbe un 
contact du quatrième ordre. 

Conservant les notations précédentes, nous devons avoir 



A -h C = o ou 



^ ''S-=Ë)'-''''="- 
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Faisons encore -£ = », d'où -~ = ^~ > et nous aurons 

da ' aoL^ dp 

d.p* lo 
l'intégrale générale de cette équation linéaire est 



;,' = CV-9P'=(â)' 



da=—Je= = l ^ 



V^C'p^- 9 /" p~' v/c'p^ 



p' — 9 



rf.=-^ ''•p 



v^ 



C'-9p 



Intégrant sans ajouter de constante, nous avons 

3p"' 
2a=arccos ? 

-- C 

p * = jC0S2a, 

cj (cos2a) S 

a 

P= 1' 

(cos2a)* 

X et j^ désignant ensuite les coordonnées d'un point quel- 
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conque de la courbe, il viendra 

X — x^ Cp , p dsoLCL sina 
=z I J-cosac?a= I j = -===» 

"" J "" J (,-asin>«p VS«" 

J— ro r ? ' j, r ^cosa cosa 

d'où l'on déduit 

[y — 7o)* — (^ — -=«^0)' = «'. 

Ainsi la courbe est elle-même une hyperbole équilatère, et 
la conique coïncide entièrement avec elle. 



Problème n<» 34. 

Tromper une courbe telle que l'ellipse, qui a en chacun 
de ses points av^ec elle un contact du quatrième ordre, ait 
une surface constante. 

L'équation de l'ellipse rapportée à la tangente et à la 
normale de la courbe étant 

A/' H- 7.Bxy -h C.r* -+- 2D^ == o, 

^ sa surface est 

ttCD' 



(AC — B')' 

On doit donc avoir 

AC — B« 



3Tk3 



CD 

oubien, en remplaçant A, B, C, D par les valeurs suivantes, 
trouvées dans le problème 36 de la première Partie, 



. = 3,g-5,-5(|) 
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nous aurons 

Nous sommes conduits à poser p ^ = u; nous en dédui- 
rons, par un calcul facile, que l'équation (i) devient 

Cette équation ne contient pas a ; nous poserons donc 

du -, , </'« pdp 

-=p, dou ^=-^. 

et, au lieu de Téquation (a), nous aurons 

4 tt*^tt -f- w^./?* — p^du-=z^kdu 



ou bien 



4<^tt -hd^ = ^du. 



u u^ 



Intégrons et désignons la constante par 8C, et nous aurons 

U u 



d'où 

doL 



P=^ =± \/— 4^ -H 8C« — 4ii% 






y^C— ^— (tt — C)' 



Intégrons sans ajouter de constante, et nous trouverons 



2a = arc ces 



V^C»— it 



Il = C + V^C*— ^ C0S2a = p ^ 
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d'où 

I 

^"^ " ^' 

expression de la forme p = — j» Nous avons vu, 

page 21 4) que cette équation représente des ellipses^ donc 
la courbe cherchée est une ellipse quelconque ayant une 
surface égale à la surface donnée. 

Problème n» 35. 

Troui^er [fig- 43) une courbe Mo M telle, que l'aire du 
secteur MoOM, compris entre un rayon vecteur fixe OMq, 
un rayon vecteur quelconque OM et la courbe, soit dans 

Fig. 43. 




un rapport constant ax^ec l'aire du triangle OMA, formé 
par le rayon vecteur OM, la perpendiculaire OA sur le 
rayon vecteur et la normale MA, 
On doit avoir 

^^ 2 Jq 2 2 £/ô 4 ^^ 

difierentions, et nous trouverons 



a 



~ 2 rfe 

d^r^ 2 
T. — JUc. 18 
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C'est là une* équation linéaire qui nous donne, si h est 
positif, en désignant les constantes arbitraires par A et B, 

rf.r' . /a 

L'expression -^ > pour 6 = 0, se réduit à i/ -r ( A — B) ^ 

d'après Téquation (i), elle doit être nulle ^ nous avons donc 

A = B; 
il en résulte 

pour Féquation de la courbe, qui est une spirale. 

Supposons, en second lieu. A: <^ o. Soit h = — k'\ l'équa- 
tion (2) nous donnera 

.' = A'cos(9y/J)^.B'sin(eY/Iy 

La valeur de -^j pour 6 = 0, est B' \/t7î on doit donc 

avoir 

B'=o. 

Faisons A'= a', et il viendra 



= a»cos(^eY/jj. 



Un cas intéressant à remarquer est celui de X:' = - ; on a 
alors 

r'=«'coS2 0, 

équation d'une lemniscate. 
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Nous voyons donc {fig* 44) q^^? dans la lemniscate, Taire 

Fig. 44. 




du secteur MOMo est la moitié de celle du triangle OMA. 



Problème n» 36. 



Trouver les courbes dans lesquelles le triangle formé 
par la tangente, la normale et la perpendiculaire au 
rayon vecteur, menée par le pôle, a une surface constante. 

On pourrait ramener ce problème au précédent, mais il 
est plus simple de le traiter directement; on trouve 



rdr r^d^ 



dQ 



dr 



= 2«-, 



d'où 



[dr\ » dr 



rdr 



d9 
2€/e = 



= a*± s/ a* — r\ 
d.r* 



a^±:^a'—(r^y 



et l'intégration s'effectue aisément. 



18 
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Problème n« 37. 

Trousser les courbes dans lesquelles la normale et la 
tangente polaires, N et T, sont liées par la relation 



a» 


T» 


On aura 




dr^ . ^dr^ 

a^ dr- 

dB* 


Soit — — m i il viendra 

dB ' 








r ■ 


£z6ii 


V^(l4-tt»){a»H-^»tt») 


^A — .... 


. ■ - y/M- 



L 

u peut prendre toutes les valeurs possibles ; la courbe pourra 
èlre construite facilement avec les valeurs précédentes de 
r et de dQ ; rien n'empêche, du reste, d'effectuer l'intégra- 
tion et d'obtenir 6 en fonction de u. Remarquons que la 
variable auxiliaire u n'est autre chose que cot Y. 

Problème n» 38. 

Tr ouvrer les courbes dans lesquelles la sous -tangente 
polaire est une fonction donnée de la sous-normale po- 
laire. 

La première de ces longueurs a pour expression -j— 9 U 

seconde — • 
dB 
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On aura donc 

, dr 

équation entre les quantités -— et r*. Si Ton peut fésoudre 
réquatîon, on en tirera 

^=,(..). d'où ««=-^, 

et le problème sera ramené aux quadratures. 
Si Ton ne peut pas résoudre l'équation (i) par rapport à 

dr ^ 

— îoniera \ 

d9 



dr 



il viendra ensuite 



^/(«j. 



et l'on aura 

(3) ^^/(")+^")^^ 

et les équations (a) et (3) donneront r et 6 en fonction de 
la variable auxiliaire u. 



APPLICATIONS. 

1° Trouver les courbes dans lesquelles la somme de 
la sous-tangente et de la sous-normale est constante. 

On a ici 

r^dB dr 
dr dB 
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dr 
On peut résoudre par rapport à ~> et Ton trouve 

dB = 



En intégrant et désignant la constante arbitraire par d», il 
vient 

H — 0« == 2 arc tang • 

r r 

là? La sous-tangente est proportionnelle à une puissance 
donnée de la sous^normale. 
Ici 





n + i 




r=^a » , 


— 






n-t-t 



d'où 

3° Za somme des carrés de la sous-tangente et de la 
sous^normale est constante. 
Ici 



r= \u^a} — tt*, 



a» 



— «» 



d^=:^ i«?«; 



u varie de zéro jusqu'à a; on discutera sans difficulté. 
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Problème n<» 39. 

Trouifer les courbes telles que le rayon de courbure 
soit dans un rapport constant avec la normale polaire. 

Soient p la distance de la tangente à l'origine, r le rayon 
vecteur, p le rayon de courbure, V l'angle de la tangente et 

du rayon vecteur j la normale polaire est -r-=. ou — ? en 
tenant compte de la relation p=^r sin V. D'après Texercice 
suivant, p = — • donc, en appelant le rapport con- 
stant, nous aurons 



rdr r^ 


ou 


, .dr dp 

71+1 — -^5 

^ ' r p 


dp [n-fi]p 



en intégrant et désignant par a la constante arbitraire, nous 
aurons 



^JH-I 



P = 



a" 



Ainsi, dans les courbes cherchées, la distance de la tangente 
à Torigine est proportionnelle à la puissance /i 4- i du rayon 
vecteur. Remplaçant, dans la formule précédente, p par 

rsmV = =:> nous trouverons 

^dr^-ir r^d^^ 

dB /•»- 



Elevons au carré et résolvons par rapport à rfS, il viendra 
ad =z . ou bien ndQ = 



hitégrons et désignons la constante arbitraire par 0^^ et 
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nous aurons 



n[B — 0») = arc sin ( - j ; 



d'où, en faisaot abstraction de la constante 609 <iui n« mo- 
difie pas la forme de la courbe, 

X 

Ces courbes ont été rencontrées déjà dans le problème 14 
de la troisième Partie 5 il est, par conséquent, inutile ae 
faire des applications en donnant à n des valeurs particu- 
lières. 

Problème n* 40. 

Trouvfer les courbes dans lesquelles le rayon de cour- 
bure est dans un rapport constant avec la projection du 
rayon vecteur sur la normale. 

Nous allons commencer par donner une expression du 
rayon de courbure, qui est souvent très-utile. On a 

_ d$ 

^ "" rfô -h ^v' 

V étant l'angle formé par la tangente à la courbe avec le 

rayon vecteur \ 

^ dr rdB 

ces V = — » srn V = -7- • 
as ds 

On en déduit, en éliminant ds et dB^ 

dr rdr rdr 



P — 



cosVrfô -h cos V^f V sinV^/r+ rcosVrfV </.rsinV 



Cette formule p = -; — r-r,» ou encore, en appelant v la 
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distance de la tangente à Torigine, p = — — * est celle que 

nous voulions obtenir. 

La projection du rayon vecteur sur la normale est r sin V -, 
en appelant m le rapport constant du rajon de courbure à 
cette projection, nous aurons donc 

et, en remplaçant p par Texpression que nous venons d'ob- 
tenir, nous trouverons 

==/M.rsinV. 



d.r sinV 



Intégrant et désignant par G la constante arbitraire, nous 

avons 

r»=7w/'»sin'V-t-C, 



1 . TT '^Ô 

et, remplaçant «m V par --=== > nous trouvoUS 
d'où 



(i) rfO 



_dr I r^—C 



L'expression de rf9 peut s'intégrer 5 car, en faisant 7'==m, 
on a 



du I u — C 

2 w y [m — I ) a 



''=--^^' ' - ■' c - 



et Ton est ramené à un cas où l'on sait efiectuer l'intégra- 
tion \ mais il nous sera plus facile de discuter la différen- 
tielle rfS. 
Un premier cas à examiner eit celui de C = o ^ l'exprès- 
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sion (i) devient 

dB i/m — I = —, d'où r = C'c^v^"""*. 
' r 

On trouve ainsi une spirale logarithmique ayant l'origine 
. pour pôle. 

Ce premier cas examiné, nous allons en distinguer trois 
autres : 

I® m > I. Si C est positif, Fexpression de dO ne sera 

réelle que si Ton a r" > C ^ r pourra varier de ^C à 4- oo . 

Pour r = ^C 5 nous prendrons fl = o ^ comme 



rde „ / r»— C 

— =tangV=y/^^^— ^j^:;-^, 

V = O) la courbe est tangente à Taxe polaire ; r augmentant, 

dB 
7r 



d6 

6 augmente constamment, car -r- est toujours positif. Pour 



r infini* est infini, car Tintéffrale / — i/7 r-^ — 7^ 

est finie ou infinie en même temps que la suivante : I — > 

et cette dernière est infinie : nous avons donc une spirale 
représentée par \difig, 45. Si G est négatif, pour que d6 

Fig. 45. 




soit réel, il faudra qu'on ait 



'^> 
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r variera de cette limite inférieure à 4- «> • Pour r = i / » 

V m — I 

— = tangV est infini^ la courbe est normale à Taxe po- 
laire. Pour r = oo,6=oo,onala spirale représentée par 
la iig. 46. 
2° m<^i. Nous écrirons, dans ce cas, en remarquant 

Fîg. 46. 




que C est nécessairement positif et faisant C = /', 



(^) 



d^ 



_dr^ j r^—t' 



Je dis que la courbe est une épicycloïde. Soit, en effet 
[jig. 4y)j le cercle C de rayon &, roulant extérieurement 

Fig. 47. 




sur le cercle O de rayon /^ on a, dans le triangle OCM, 



(3) 



r'z= ^2-4- (b + ly— 2b(b + /) cosf 



a 
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dans le triangle OME) 

/ -h 2 ô . ^ rdQ 

sinOME = sm- = sinV= 



v/rfr» -h r^d9* 



Remplaçant sin~ par sa valeur tirée de l'équation (3) et 
résolvant par rapport à dOj on a 



dB 



__l'\'^b dr I r^-^P 

~" ~l 7" V (/4-2Ô)» — r»' 



et cette expression devient identique à l'expression (2) si 
Ton fait 

yi — m 
On en tire, pour le rayon du cercle mobile, 






3° m = I . On a ici 



IdBrrz--- yr»— /», d'où UngV =: — = >-— 



Je tire de là 

cos*V 
rcosV=:/, 

ce qui exprime que la distance de la normale à l'origine 
est constante^ toutes les normales de la courbe sont donc 
tangentes au cercle de rayon /, ayant pour centre Toriginei 
par suite la couAe est une développante de ce cercle. 
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Problème n« 41. 

Trouifer les courbes telles que le rayon de courbure 

p = . y a désignant une constante et V l'angle que fait 

la tangente a^ec le rajron ^vecteur. 
On a, d'après le problème précédent, 

rdr 

" r/.rsinV 

I et par suite 

rfr a 



dr sin^V' 

sinV h cosVflfV 

r 



on en conclut 



dsinY . ,^ I sm"V 

— h sm V - = 

dr r a 



c'est l'équation de Bemoulli. On la ramène à être linéaire 
en récrivant comme il suit : 

-f- sm*-'" V - = - 



1 — m dr r a 

ou bien 

£/sin'~*V I — m . , „ i — m 

i «^ 1 sm*""" V = — • 

dr r a 

En intégrant et désignant la constante arbitraire par C, 

on a • 

I 



sm 
ou bien 



in»— V = r*-' ( C -t- ^ ^ jr'-^dÀ 



\ 2 — ma/ 



— m 
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rdB 

La formule taneV = -7- donne ensuite 

° dr 



dr 

r 



Vsin'V ' 



Remplaçant sinV par sa valeur précédente, on a donc 

dr 

(,). dB = 



et le problème se trouve ramené aux quadratures. 

Examinons le cas particulier de m = — i ou de p =: a sinV . 
On a, dans ce cas, 



dr 
dB = 



Si C est positif, l'équation r* — C — -3— =0 a ses trois 

racines réelles, deux positives, r" et r''', une négative, r'. 
On a donc 



\/'t 



C + r 



s 



dB= dr, 

r^{r-h/)(r^r'')[r'''-r) 

et Ton voit que r varie de r" à r'". On a une courbe telle 
que celle ci-jointe (fig. 48), comprise entre deux cercles 
concentriques. 

Si C est négatif, posons-le égal à — C'*, alors nous de- 
vrons avoir 

_. + ^>o ou r>(^-_j=r.. 
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387 



L'équation r* -t- C — -^ = o n'a qu'une racine réelle r^^ 



Fig. 48. 




elle est positive et plus grande que r^ 5 r varie donc entre 
Ti et r, 5 seulement, dans ce cas, dO s'annule pour r = ri\ 
la courbe a la forme ci-dessous (fig- 49 )• 
En laissant m quelconque, il est un cas où l'expression (i) 

Fig. 49- 




de d9 peut s'intégrer : c'est le cas de C = o. Nous allons 
donc trouver des courbes particulières, et non pas toutes 
les courbes, jouissant de la propriété demandée. On a alors 

d9:=z 



4 //i — m\**-' /rX»»-» 



/^\ m— i 

Faisons ( - J = m, et 



2 
m — 1 



de=: 



nous aurons 
du 



" s/C^f' - ' 
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en inlégr^nt et désignant la constante par 609 noua aurons 



G — 0. 
=:arc 



m — I 






doù 



et, en revenant a r, 



2 m) 


ces* 

m — I 


^^^ 




rcos*""* — 


- ©0 " 2 — m 
= a. 



/» — I I "^ lîl 



Soit m — i=::zn\ nous trouvons donc la courbe 



sJI 



ô /î — I 



r cos" — = a 



^ 



n n 



qui aurait tourné d'un angle quelconque autour du pôle, et 
cette courbe jouit de cette propriété que son rayon de cour- 
bure p= . ^ * 

Il y a un autre cas où l'expression (i) Ae d6 peut s'inté- 
grer en laissant la constante C quelconque : c'est le cas de 

n 
m = 3 ou de p = . , ■» On a, en effet, dans ce eas. 

dr r 

d6=- 



V a. \ ' a r r* 



en intégrant, on a 



— 0o = arccos — f 
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11/. I ï ecoslB — Go) r\ 

expression de la lorme - == — | ^^ -' • Un trouve 

* r ' p p 

donc une ellipse quelconque ayant le pôle pour foyer et q, 

pour paramètre. 

Ce cas est, du reste, beaucoup plus simple quand on le 

traite directement, en partant de l'expression du rayon de 

courbure au moyen de z = -> savoir : • 



3 



^~" Jd^z \ sin»V~" z» ^ 

d'où 

d^z 1 



r/e^ ■ ^ a 



équation linéaire, à coefficients constants, qui donne, en 
désignant les constantes arbitraires par C^ et 0O) 

z = - = -.-f-c'cosfô — eJ. 

r a ^ ' 



Problème n» 42. 

Trouifer les courbes dans lesquelles le rapport du rayon 
de courbure au rayon vecteur est une fonction donnée de 
l'angle V que fait la tangente auec le rayon vecteur. 

On doit avoir 

i') P = '/(V); 

or sinV = — ; on peut donc écrire 

, . r rdr 

T. — Ree, 1 9 
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et Ton tîre de là 






ce qui est une équation homogène. Posons donc 



et nous aurons 



— = tt = sinV, 

r 



rfiu 
dr du 



r f{«) — ^' 
en intégrant et désignant la constante par C, il viendra 

/ du 

Cette équation fera connaître u en fonction de r. Soit 
ii. = F(/')5 ou aura 

rd9 F(r) 



^^ ^'l — F»(r) 

j "- v/i-pw 

APPLIGATIOirS. 

Nous pourrions prendre 

1" p = mr sm V ou p = -r-=; ; 

■^ *^ sin V 

mais ces cas ont déjà été traités directement. Faisons 
f (u) = zi*, c'est-à-dire cherchons les courbes telles que 
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P "= ~^~iv ' ^^ ^^^^ ^^^ courbes dans lesquelles la projection 

du rayon de courbure sur le rayon yecteur est égale à la 
normale polaire^ nous aurons 

/ du __ r du ___ r du __^ rdu 
ç(£l)— tt"^J II'— «""J II— I J II' 

/du - ,1 — u 
-r— = loga 4- log , 

et la formule (3) donnera 



r=:a : dou tt=:F(r)= > 



1/ 



V^i — u^ 0*'-i- aar 



dr ^rM^^'âor 






aar 



— 0. = qpa 






aa 

équation d'une spirale facile à construire, 
a** 2>ouf'er fej courbes telles g^e p = -r-r=;* 



sm'V 

>9 
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On a dans ce cas 
y(ii) — /< "~J «»—«"" 2 J tt-hi "^ 2 J a — I J u' 

en appelant a la constante arbitraire. On aura donc, d'après 
la formule (3), 



u 



9 



d'où 



u a rd9 



fiffr 

r 



9.— 

On trouve donc les spirales hyperboliques. 

V 

3** Trouver les courbes telles gue o = r col -' 

^ * 2 

On a 

V I — v^i — sinV 

tang - = ;-— 5 

° 2 sinV 

par suite 

I — yi — u* 



t(«)= 



u 



9 



, , I — w' — J\ — u} 

<f[u]—uz=z — , 



f^~ == \ " " ^=:,^iog(i.^v^i^ii»)-4-log/y. 
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On a donc 

r(l — ^l — u*)=: a, 



-1 



)J\^U^ = 



r — a 



m- 



u 



\j\ — u} 



Ji ar — /z^ 

u = 9 



^7.ar — «' rdQ 
r — a dr 



drJ7.ar — a' 

d^ = — > — -, 

r\r — a] 



faisant lar — a'= z', il vient 



d^ 



= =dz l 1 ): 

z* — a* \3^-4- u^ z — a z -^ a ] 



intégrant et remplaçant z par sa valeur en fonction de r, on a 



. \liar — à^ . a — J^ar — «' 
in -i- Infï ^ • • 

a H- ^7. ar — a' 



G — 0, = arc sin -f- log 



1 ^ 
S = tf log r. 

a — r 



Problème n» 43. 



Trouver les coiwbes dans lesquelles le rayon de cour- 
hure p est une fonction donnée (f{r) du rayon vecteur. 

Appelons toujours p la distance de Torigine à la tan- 



gente ^ nous aurons 
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d'où 

^ = ±-7— Vf ±/7=/~r-4-C; 

fin J ?('•] 

posons 

et nous aurons 



d'où 

et, en intégrant et désignant la constante par 60, 

J'-V^r»-[/(r)^c]» 

le problème se trouve donc ramené aux quadratures : les 
deux constantes sont C et ^o \ Ist première seule influe sur 
la forme de la courbe. Nous allons appliquer cette méthode 
à plusieurs cas particuliers. 

Problème n« 44. 

Trousser les courbes dans lesquelles le rayon de coiw- 
hure est proportionnel au rayon vecteur 

rdr r 
^^'dp^V 

h étant positif, 

dp =: kdr^ 

(l) p=hr—a, 

a désignant la constante arbitraire^ nous aurons ensuite 

hr — a 

(2 d%=± =rrtrr: dr. 
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Xous ferons d'abord remarquer que, si a = o, on a 

V^i — X^ ^ 

ce qui donne une spirale logarithmique. Supposons main- 
tenant a différent de zéro, et d'abord /î}> i , l'expression (2) 
peut s'écrire : 



A:>i: 



a 

(3) ^!lLLd9 = ± *' ^r; 

A' ' ' ' ' 



\/(^- T^) (r^ 



nous voyons que a doit être positif. La différentielle rf6 
peut s'intégrer : nous ferons le calcul tout à l'heure, mais 
on peut discuter sans intégrer. 

Pour que la valeur de rfÔ soit réelle, il faut que r soit 

compris entre et r • Remarquons que la valeur - 

ost comprise entre les limites précédentes 5 traçons trois 
circonférences concentriques de rayon 

a a a ^ 

/«• -f- I A* A- — I 

U courbe est comprise tout entière entre les circonfé- 
rences de rayon r^ et r, \ aux points où elle rencontre ces 

circonférences, elle leur est tangente, car la valeur de /'--? 

tirée de l'équation (3), est infinie pour /' = r© et pour 
/• = r, 5 aux points où la courbe coupe la circonférence de 

11 d^ » 

rayon r^ , elle est tangente au rayon vecteur, car r -7- s an- 
nule pour rz=ir^. Pour plus de clarté, écrivons comme il 
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suit l'équation (3) : 



- — j «fO = ±: — -- dr. 

Nous partons de r = z'^, 6 ayant une certaine valeur M^,OX, 
et le radical ayant un certain signe, le signe -h par exemple, 
r va croître à partir de ro, dr sera positif^ /• étant plus petit 
que Tj, r — r^ sera négatif : l'expression de dO sera néga- 
tive^ va décroître jusqu'à ce qu'on ait r = ri. Nous obte- 
nons ainsi (Jig. 5o) la branche MoMi tangente en Mo au 
cercle r^ et en Mj au rayon vecteur OMi ] r dépassant /'i, 




dO va devenir positif, va croître jusqu'à ce qu'on ait 
r = 7*2 ] cela nous donne la branche Mi Ms tangente en M§ 
au cercle r,^ r doit maintenant décroître, dr est négatif; 
mais le radical, qui s'est annulé, doit changer de signe; 
do reste donc positif et continue de croître jusqu'à ce que /• 
lepasse par la valeur r,, pour décroître ensuite. Nous trou- 
verons ainsi la branche Mt M9M4, tangente en Mt au rayon 
vecteur, en M4 à la petite circonférence. 

La courbe se compose, en général, d'une infinité de par- 
ties égales à celle qui vient d'être tracée. 
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Efifectuons rintégration dans la formule (3) ea posant 



a 

7 ' 



/--hi 
tang»y= > 



a 



X— I 
d'où 



a a 

— / 



X' -f- 1 /' — I a a 2« 



sm*y cos^y X- — I X -I- 1 X' — I 

(4) r=-^sin'y+^cos>, 

dr = -—- î sin cp CCS o a», 

X"' — I * * 



V ('•-âTt) (j^-') = 7rrT«"f «=«''?• 



et nous trouverons 



(5) 41^\M^^\lzI^^d., 

^ ' X — cos'(p ^ 



/rî\ « /» 2X ^ /X -+-I 

(b) — Qo= y — 2 arctang i / tangf, 

V^X^»— j y k^i 

ce qu'on peut encore écrire 

I \ ^ ^ 2X ^X» — isîn2<p 
h) 6 — $i= -r-=« — arctang-; ^* 

*' yJlfi l' ^ X-C0S2y — I 

D'après la formule (4)) nous voyons que les points où la 
courbe touche la circonférence r© répondent aux valeurs 



• • • • 



y = 0, y = ir, ç = 27r, 

Soient 0i ) 09, • • • les valeurs correspondantes de \ elles se- 
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ront) d'après la formule (6)) 



ô,= e„ G,= 0.-f 27r( — =r — I ) 






î 



les points où la courbe touche la circonférence i*, répon- 
dent aux valeurs 

2 ' a 

Soient 6',, 6',,. • • l^s valeurs correspondantes de 65 nous 
aurons 

les points tels que Mi sont ceux où dO change de signe, 
c'est-à-dire, d'après la formule (5), ceux pour lesquels 

I — A cos 2 y = o ; 

cela répond aux valeurs 

II II II 

9 = — arc cos -» « = tt are cos —? © z= ir H — arc cos -r> ' • * ' 

2 Â' ^ 2 X- ' 2 /• 

et Ton calculera aisément les valeurs correspondantes de Q 
par la formule (7) ; l'angle Mi OM4 est égal à 



iw=^-'} 



la courbe ne se composera donc d'un nombre limité de 

parties telles que M0M1M4, que si - est commensu- 

^A' — I 

rable. 

a? Al <^ I . — Dans ce nouveau cas , nous supposerons 
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(l'abord a positif^ nous écrirons l'expression de d6 comme 
il suit : 



a 
r — — 



•/'-•'■^-^ ' 



\/('-TT.)(-74,) 



pour que le radical soit réel, il faut qu'on ait 






Traçons (/îgr- 5i) la circonférence OMo de rayon -• 

I — f- k 

Tous les points de la courbe seront extérieurs à cette cir- 
conférence \ la courbe part de M^ où elle est tangente à Ja 



Fig. 5i. 




circonférence 5 rfô est d'abord négatif 5 6 diminue jusqu'à ce 
que r atteigne la valeur y) laquelle est supérieure à \ 

n I ~t~ n 

nous obtenons ainsi la partie M^Mi tangente eu Mi au 
rayon vecteur 5 r continuant à croître, 6 croit toujours. 
Pour r = 00 , est infini, car l'intégrale 




a 

r r 



- dr 

V/hT^.)('-^T^) 



1-hA 
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est finie ou infinie en même temps que 



f * dr 
J a "^ 



1-+-A 



et cette dernière est infinie. 

La courbe est donc en forme de spirale (Jig. Sa). 

Fig. 5a. 




Si a est négatif, posons a= — a\ et nous aurons 



a 

/-h — 



- — , dB =:±: dr. 



\/héi){-éj) 



à! 



On devra avoir r ^ 7 : ici croît sans cesse : on a la 

spirale ci-jointe. 

Revenons au premier cas, et cherchons la longueur S de 
rarcMoMjM^, on a 

ou, en remplaçant d^ par sa valeur (2), 
_ rdr 

SJk^ — I ds = — \ 
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en introduisant l'angle f , on a 

\l k^ — I dsz= jj (/- — cos2f jrff ; 

donc 






S= j I [k — C0S2tp)rf(p = 



Remarquons enfin que, pour /r = i , 

/ — ■ (r — a)iir 



v/'-f 



r varie de - à l'infini; on a encore une spirale, analogue à 
Tavant-dernière ; en écrivant 






on voit qu'on aura 



ô — 9,1= 5^ h arc sin 

a 



Cherchons [fig* 53) la développée de notre courbe dans 
le second cas, lorsque h est plus grand que i. Soit G le 




centre de courbure qui correspond au point M, et soient 
T* et V les coordonnées polaires du point C ', l'angle ACB 
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sera désigné naturellement par V, et l'on aura 

Nous partons de la formule rf9 = — -^===L===^ > d'où 

nous tirons 

hr — a 
tang V = , 

V^r»— (Xt— a)» 
kr — a-=.r sin V, 

V^r» — (/•/•—«)* = rcosV. 

Le triangle OMC nous donne 

isinV cosV 
r' sin V = r ces V = ^r>— (Xr— fl)^ 

Le même triangle nous donne 

OC' = OM» -f- CM» — 2 OM . CM ces OMC 



, . >^T., OM r 

OU bien, comme LM = -7- = -7» 

A- A- 

(r* 2r» 

19J \ XV=:7'(i4-/*') — 2XT(;fr — a), 

XV»= — /-'(X'— i)-H2aXr. 

En éliminantr entre les équations (8) et (9), et remplaçant 
sin V par y 



^dr'^ -f- r '»€/©'» 
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et Ton en conclut 



(lo) dB'= ^ - ^^-^==^^== dr\ 



V^-i 



V x'—i 



Or réquation différentielle d'une épicycloïde engendrée 
par un point d'un cercle de rayon i, roulant sur un cercle 
de rayon /, est, comme on Ta déjà vu, problème 40 de la 
troisième Partie, 



et les équations (lo) et (i i) seront identiques si Ton prend 

/-H 26 = 



v"^ 



' = T 



Donc la courbe qui jouit de la propriété p = t> où A: est 

plus grand que i , est Tune des développantes d'une épi- 
cycloïde dans laquelle le lapport du rayon du cercle mobile 

au rayon du cercle fixe est - ( — : — i 1 • 



Problème n® 45. 

Trouver les courbes dans lesquelles le rayon de cour- 
hure est proportionnel au cube du rayon vecteur. 

r* rdr _, , , à*dr 

^=zrr = i;:' ^ou dp^ 



dp ^ r 



2 
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Intégrant et désignant la constante par ai, il vient 



on tire de là 



(--?) 



dr 

\ ri 

M — 



ou bien 



Nous sommes conduits à une intégrale elliptique; nous 
allons chercher néanmoins à nous rendre compte des di- 
verses formes de la courbe, suivant les valeurs de la con- 
stante arbitraire. Considérons les deux équations du second 
degré 

(2) r'-haô/* — <3' = o, (3) r» — abr-h a*=o; 

la première a toujours ses racines réelles, Tune positive, 
l'autre négative : nous les représenterons par r, et — ri] 
la seconde n'a ses racines réelles que dans le cas où b* est 
plus grand que a* ; elles sont toutes les deux positives ou 
négatives si b est positif ou négatif. Soient ces racines r^ 

et r4; posons, en outre, ro = —• JMous sommes amenés a 
distinguer plusieurs cas. 

Premier cas ; 6* >• a* et 6 ^ o. — Nous avons donc 



r2= — Ô-+- ^a^-^b^ 






L'expression (i) de dO \a. s'écrire 

(5) ''^^± ^ {'■-r,)dr 

2* r^(r+r,)(r-r,)(r-r,)(r-r,) 
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Rangeons les quantités Tq, /'«, Ts, r^ par ordre de grandeur^ 
on a 



/•o 



/•a — r, = ~ (26' — a» — 26 yjb^^a") = -^ [^b^ZT^^^ bj-, 

nous avons donc 

L'expression (5) de dQ ne sera réelle que quand /• sera 
compris entre /', et Tj ou bien entre r4 et 4- 00 . Traçons 
donc les circonférences ayant pour centre Torigine et pour 
rayons /"s, r©, r^ et i\ 5 une partie de la courbe sera comprise 
entre la première et la troisième de ces circonférences \ une 
autre sera entièrement extérieure à la quatrième. La courbe 
sera tangente aux circonférences rj, Tj et ri, aux points où 
elle les rencontre 5 elle sera tangente au rayon vecteur aux 
points où elle rencontre la circonférence r©. Partons de 
r= r,^ supposons que pour cette valeur B soit nul, et pre- 
nons le radical avec le signe -|- \ la valeur de dB est négative 
tant que r est inférieur à r© ; donc 9 est négatif et décrois- 
sant. Pour r = /'o, Q est un minimum \ r continuant à croître, 
dB devient positif, croît ^ quand r a atteint la valeur rs, il 
doit décroître 5 le radical et dr changent de signe ; B aug- 
mente toujours jusqu'à ce que r repasse par la valeur ro, 
après quoi B diminuera. Nous obtenons ainsi la courbe 
MoMiMjMjM*.. . {fig- 54)^ composée en général d'une 
infinité de parties égales entre elles. 

Faisons maintenant varier /• de r* à -f- Qo ^ nous pren- 
drons encore 6 = pour r :=^ri,\ B croît sans cesse. A-t-il 
une limite finie pour r infini, c'est-à-dire l'intégrale 

— ^ ^' — est-elle finie ? Cette 

V, rv/{r-t-r,)(r^r,)(r — ra)(r — r4) 

T. — Rec. 20 



X, 



3o6 
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Cette dernière étant finie {fig- 04)9 ^ ^^^^^^ ^^^ ^^^ limite 

Fig. 54. 




finie a -, il y a lieu de chercher si la courbe a une asym- 
ptotc; il faut voir si r* — est fini pour r infini. Or 



^e 



libr[r — To ) 



f^r ^(r-hr.)(r— r,)(r~r,)(r— r,) 

et cette expression, pour r infini, est égale à ai^. U y a donc 
une asymptote située à la distance a& de l'origine. Remar- 
quons qu'on a ^b^r^\ nous avons ainsi la branche infinie 
NoNj. Si nous avions pris le radical avec le signe — , nous 
aurions eu la branche égale No^Ns. 

Deuxième cas : b^ ^ a} et B <^o . — Dans ce cas, r©, Tj 
et 1*4 sont négatifs. Faisons 7\ = — r\ , r% = — r\ , i\ = — r\ , 
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et nous aurons 



(r-+-r'^)dr 



2b rsl[r-^n){r^r,){r^r,)(r-^r',y 

r variera de /'j à -4- 00 5 la partie MoMi... de la courbe 
n^exîstera plus; il restera une courbe à branches infinies 
avec asymptotes, tout à fait analogue à la courbe NiNoN^. 

Troisième cas : b^ <^a* et b^o. — Ici les racines r^ 
et r4 sont imaginaires. Faisons {r'hri){r — f*i)(f' — r4) = R: 
R sera toujours positif; nous aurons 

dB (r — rt)dr 



/• varie de r j à -+- 00 en passant par r^ ; 9 est négatif et 
décroissant tant que r est plus petit que Tq; il est crois- 
sant pour r^To; il y a encore une branche infinie avec 
une asymptote. Nous obtenons ainsi la branche MoM]Mi 
ijftS' ^^)^ m^^ nous compléterons par la partie symétrique 
de la précédente par rapport kOx. 

Quatrième cas : b*<^a* et- b<^o. r^ devient négatif; 

Fig. 55. 




r varie encore de /*s à + oo , mais sans passer par r^ ; la 
boucle du cas précédent disparait, et il reste seulement 

20. 



3o8 TROISIÈME PAUTIE. 

une courbe à branches infinies, telle que la courbe NiNqNs 
du premier cas. 

Cinquième cas : i = -h a . — L'expression /•* — a ir -|- a' 
est un carré, et Ton trouve 



"('■-5) 



2a ( r \dr 

d9 = 



r(r— a) v^(r-hr,)(/'— r,) 

On a, du reste, 

r, = a(v/2 — 0, 

a{^ — i)<^-<^a5r varie de r, à -h oo • mais 6, qui croît 

tant que r est plus petit que -9 qui décroit ensuite, de- 
vient infini pour r = a. L'intégrale 




H) 



dr 



r. r[r--a)sl[r-^r,)[r—r,) 



est, en effet, infinie. La courbe {fig. 56) est donc asymptote 
au cercle r = a. 

Fig. 56. 




En construisant la courbe représentée par Téquation 



G = 2 
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OÙ r' est plus grand que a, et r varie de r' à H- oo , on aura 
encore une branche infinie avec asymptote. 

Sixième cas : b = — a. — Alors 

{iar-\- a^]dr 

dB= ^ ' ' 



r varie de r, à H- oo , 6 croît sans cesse \ on a une branche 
infinie analogue à la branche NqNi du premier cas. 

Remarque, — Dans les deux derniers cas, l'intégration 
peut s'effectuer. 

Revenant à l'équation (i), supposons i = 05 nous trou- 
verons 

à^dr a^d»r* 

ou bien 

J6 = ■ î 



vA^^' 



on en tire, en intégrant, 



a} 



2(0 — 0« ) = arccos — y 



COS2(0 — ©o) 



ce qui est l'équation d'une hyperbole équilatère dont le 
demi-axe transverse est a. 

Problème n« 46. 

Trouver les courbes dans lesquelles le rayon de cour^ 
bure est inversement proportionnel au rayon vecteur. 
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on aura donc 

rdr c^ r^dr 

dp r a* 

Intégrant et désignant la constante par -^ 9 il vient 



/> = 



3 



3«' s/dr^-^r^d^^ 

On tire de là 

<f Ô = it — - dr 

OU bien 

(i) £/e=:rfc ^ ' 



Le problème est ramené aux quadratures. Bien que nous 
ne puissions pas intégrer, nous allons chercher à nous 
rendre compte des formes diverses que peut prendre la 
courbe, suivant les valeurs de la constante arbitraire b. 
Posons 

P = r»-h3aV4-26», 

Qr=r3— 3ii»r-+-2Ô»; 

le critérium 4p^ -+- ^y^* est, pour les deux équations P=:o 
et Q =:= o, 

io8(ô«-f-a«) et io8(b*—€fi). 

On en conclut que l'équation P = o n'a jamais qu'une ra- 
cine réelle, qui est, du reste, de signe contraire à celui de 
b ; l'équation Q = o n'aura non plus qu'une racine réeUe 
et de signe contraire à i si l'on a i* ]> a* -, elle aura, au 
contraire, ses trois racines réelles si b^ est plus petit que a% 
deux racines positives quand b sera positif, une seule racine 
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positive quand b sera négatif. Nous sommes ainsi conduit 
à distinguer plusieurs cas. 

Premier cas : b^'^a^ et b<^o. — Si, avec i* }> a', on 
avait i > o, l'équation Q = o n'aurait qu'une racine réelle 
et négative, dô même que l'équation P = o ^ la quantité 
placée sous le radical serait négative et la valeur de dQ ima- 
ginaire pour toutes les valeurs positives de r\ avec i* ]> a", 
nous prendrons donc A <^ o ; les équations P = o et Q = o 
auront chacune une racine positive. Soient r' la première^ 

r" la seconde^ posons, en outre, r© = — r byji. Je dis que 
r'' est plus grand que r'\ car, si l'on substitue r" dans la 
valeur de P, en tenant compte de la relation 

on aura le résu|(at positif 6a*r"\ r" et zéro, substitués dans 
P, donnent; dès résultats de signes contraires; la racine r^ 
est donc comprise entre zéro et ^^^ Je dis maintenant que 
Fo est compris entre r' et r": en effet les résultats de la sub- 
stitution de To à la place de r, dans P et Q, sont respective- 
ment -+- 3a*ro et — Sa'ro^ nous avons donc 

r'<r,<r\ 
et l'expression (i) pourra s'écrire 

d^=^ - — - ^^ — dr, 

r^(r— r')(7^— r)R 

R désignant une fonction de r qui reste positive pour toutes 
les valeurs positives de r. Nous voyons que r doit être com- 
pris entre r' et r". Partons de r = r', prenons 6 = et le 
radical avec le signe -f- 5 r augmentant, S diminue \ pour 
r = 7*0, est un minimum; /* augmentant, 9 augmente; /*, 
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ayant atteint r"^ doit diminuer^ Q augmente encore et ne 
recommence à diminuer que quand r repasse par la valeur 
/'o \ il diminue jusqu'à ce que r revienne à sa valeur ini- 
tiale r^ La courbe aura donc une forme analogue a celle de 
la courbe MoMiM,.. . , discutée dans le premier cas du 
problème précédent. 

Deuxième cas : &• < a* ef i > o. — L'équation P = o 
n'a pas de racine positive, l'équation Q =? o en a deui; 
désignons-les par r^ et /-j, et supposons Vi <C''«î Texpres- 
sion de dd deviendra 

d^'=± — - dr. 

Ri désignant une fonction qui reste positive pour toutes les 
valeurs positives de r. Nous voyons que /• ne peut varier 
qu'entre les limites rj et r,, mais que, d6 ne s'annulant 
plus, 9 va toujours en croissant. On a une courbe (fig- 57) 
telle que Mo M, M, M» . . . • 

Fig. 57. 




Considérons en particulier le cas de & = o ^ l'expres- 
sion (i) de d6 va nous donner 



ï . r» 



rdr 2 3 a* 

,/5^ v/.-(,4.)' 
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en intégrant, nous trouverons 

2(0 — Oo) =arcsin^— ;> 

r*= 3a*sina(ô — ôo), 

équation d'une lemniscate. 

Troisième cas: b^<^a^ et b<^o. — Dans ce cas, les 
équations P = o et Q = o ont chacune une racine positive. 
Soient ces racines r\ et r , , r[ <] r\ 5 nous aurons 



r^—r!" 



d9=:± ' dr, 

Rf étant positif en même temps que r 5 la courbe est du 
même genre que dans le premier cas. 

Quatrième cas : b= — a. — L'équation Q = o a deux 
racines égales à — a, et Ton a 

ilB =db ^ ' •, 

r[r-ha) ^{r^-h 3a^r — 2a*) (2a — r) 



r doit être compris entre la racine positive de Téquation 

P = o et 2 ^i 5 rf© s'annule, dans cet intervalle, pour r = a v/2 : 
on rentre encore dans le premier cas. 



Problème n<> 47. 

Troui^er les courbes dans lesquelles le rayon de cour- 

3 
bure est proportionnel à la puissance - du rayon vecteur. 

r' rdr , la _ 

d où, en appelant b la constante, 
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on en déduit 



fiB=±: 






rV^^r-H 2 y^û/ -f- 6j (r — 2 ^ar — b) 
(i) <rf9=± {2^r-^b)dr 



ryj[{sf?^sjay^{a^b)][{fr^^y^(a-^b)] 
rfÔ=±: = 

nWr-hyJa •Jr^ja—'b) [yfr-^ij^^ ^a — A)! 

V l(\/^ — v^ -I- v/« -f- ^) (v'^ — v^ — v^a -h *)J 

OU, en faisant r = z*, a = a', a — 6 = P*, a-f-i = y*, d*où 

/3«-*-7*=2a% 

(2az-h a»— p«)fi?s 
« ^/(z-f-a-h p)(z-f-a-- P)(z — a-H7)){« — a— 7) 



rfO=±:2 



r<]ous laisserons au lecteur la discussion de la courbe^ nous 
nous bornerons à considérer le cas de i = o ^ l'équation (i) 
devient, après réduction, 



2 Jadr — 0« 



dB = ^ ^ ' % d'où ^^^ ^ = arctang i / — t-^î 

rv'/' — 4a 2 "^ V 4« 

d'où 

4^ 

/= ,9-9.' 

2 

équation d'une parabole ayant l'origine pour foyer et 8 a 
pour paramètre. , 
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Problème ii« 48. 

On trace sur un cylindre de réifolution une courbe dont 
la première courbure est constante; trousser ce que denent 
cette coube quand on étale le cylindre sur un plan. 

Prenons l'axe du cylindre pour axe des 2 et le plan de 
la base pour plan des xy. Soient a le rayon de la base du 
cylindre, ka le rayon constant de la première courbure de 
la courbe considérée, x, y^ z les coordonnées d'un point 
quelconque de la courbe, et a l'arc de la circonférence de 
la base du cylindre compris entre Taxe des x et le point a:, 
y^ nous aurons 

x = a cos —9 y"==^a sm — > 
a a 

(I) Aa = 



Prenant a pour variable indépendante, je trouve 

djc (T d^x I 0- 

—■ = — sm -î -vT == cos -5 

aor a aa^ a a 

dy 0" d'^r I . a 

-f. =-+-cos-i -TT = sm-» 

tfc a dfs^ €1 a 

dz d^z 



dtr V 



dz^ d\s d<T d(T^ 



d(T* dd^ I dz^ 



V 



Portant ces valeurs dans l'équation (i), il vient, après ré- 
daction, 

d?) 



k 



(14-^.^ 



/ dz" JdHy 



3i6 
d'où 
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'%^- = vVUTFiM 



Remarquons que, quand on étale la surface du cylindre 
sur un de ses plans tangents, a est l'abscisse et z rordonnée 
d'un point quelconque de la transformée de la courbe^ nous 
allons construire cette transformée. L'équation (2) est de 
la forme 



d(T' 



--/ 



\^J 



dz 



On sait que, dans ce cas, pour intégrer, on pose ~ = a; 



dv 



. . dz 



nous ferons ici — = tanga ; ol sera l'angle que fait la tan- 
gente à la courbe avec l'axe des abscisses^ l'équation (a) 

deviendra 

doL 



ha -j- cosa = v^i — k^ cos*a; 
dfs 

nous aurons donc 

,^. _ X-acosa , _ ^asina 

( 3 ) aff =: . doL et dz-= • da. 



V^i — A 



* cos* a 



v/7^ 



^COS^a 



On est conduit, comme on voit, à des intégrales eUiptiques, 

Fig. 58. 




néanmoins on peut discuter aisément; nous distinguerons 



trois cas : 
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I® k<^i {fig^ 58), OU le rayon constant de la première 
courbure plus petit que le rayon du cylindre. 

Dans les formules (3), le radical est toujours réel \ par- 
tons de a = o et prenons a = o, -^ = o, ce qui ne changera 
rien à la forme de la courbe; la courbe passe donc au 
point O où elle est tangente à Oo", a augmentant, a et z 

d<T dz ••/»•¥-» ^ ^^ 

augmentent, car ^ et -7- sont positifs. Pour a = -, -— =z= o, 

la tangente est parallèle à O^; à partir de là, a décroît, car 
— est négatif 5 en B la tangente est parallèle kOx. En fai- 
sant varier a de tt à 27r, on trouverait la partie BA'O symé- 
trique de BAO par rapport à Oj. Soient a^ el ol" deux va- 
leurs de a dont la somme égale 1 80 degrés 






On voit, par la décomposition des intégrales définies en 
éléments, que 

/*" AacosoLda. /** kaco^ddct 

Jo ^ I — A' CCS* a Jo \/i — A' cos* a 

w 

/*" Âasïnxda /*" Aasinada Z*^ AasinccdoL 

Jo ^l — >î^*COS^a Jo ^l — X-^COS^a Jo ^l — ^'cos^a 

ce qui montre que la courbe est symétrique par rapport à 
la droite AA'; elle Test déjà par rapport à BB'5 donc elle 
admet pour centre le point C. 

2^ A^i, ouïe rayon constant de la première courbure 
plus grand que le rayon du cylindre. 

Faisons cos*ao== t» et nous aurons 

A* 

,, , â^cosa _ _ a sin a da, 

(4) fl?(T = -p== aa, dz=:^ 



y^cos* ao — ces* a y cos* a, — ces*, a 



3i8 
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Reioarquons d'abord que ces équations sont satisfaites par 
a = «09 qui donne i2a = o; nous trouvons donc déjà comme 
solution l'hélice^ on sait, en effet, que le rayon de sa pre- 
mière courbure est constant. 

Nous voyons {fig» Sp) que, dans les formules (4)? le 




radical ne sera réel que pour les valeurs de a comprises 

entre «o et tt — «o et entre tt -f- «o et aw — «o- 1 

Partons de a = «O) et prenons en ce point a = z = o; 

a augmentant, a et ^ augmentent; pour a = ~> la tangente 

est parallèle à Oz ; nous obtenons ainsi la partie OA] de la 

courbe. Les valeurs de « comprises entre - et tt — «o ^^^^ 

donneront la partie Ai Bi symétrique de la précédente par 
rapport à Ai Ci; Si l'on fait varier a de tt-HoCo à air — «o? 
on obtiendra un arc de courbe égal à (MiBi, métis tour- 
nant sa concavité vers les abscisses positives. On peut le 
placer arbitrairement, puisque, etitre les valeurs ir — txo et 
TT 4- ot^, de a, a et r ont cessé d'être réels ; nous le placerons 
de manière qu'il fasse suite au premier, et nous aurons 
ainsi construit la courbe OAi Bj A', Ei, qu'on peut d'ailleurs 
répéter indéfiniment. 
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3^ Ar = I , ou le rayon de la première courbure égal à 
celui du cylindre \ on a ici 



(5) dc= - 



a cosa 



sinay/i + cos'a 



£/a, dz = 



^i -h ces' a 



doL. 



On peut eflFectuer Tintégration pour ce qui concerne da\ 
en effet on peut écrire 



dfi = —rr 



âfsiha 



a sin a 



' sma 4/ i sm*a 



n/^ 



V sin' a 2 



d'où 



W^ *'\8ina V sm^a 2/ 



1-4- 



= _ log 

V2 



4/ ^~r 

V 2 



sma 



je n^ai pas ajouté de constantes \ cela ne change rien à la 
forme de la courbe. Pour « == o, (7 = — 00 , et Ton peut 
prendre z = o ^ a augmentant, a et z augmentent jusqu'à ce 

qu'on ait a= -« Nous obtiendrons la courbe KHL {Jig* 60) 

Fig. 60. 




ayant deux asymptotes parallèles dont Tune est l'axe Oa. 



(>) 
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Problème n» 49. 

Sur un cylindre de ré\^olution, on trace une courbe 
dont les plans osculateurs coupent la surface sous un 
angle constant; on demande ce que dey^îent cette courbe 
quand on développe la surface cylindrique sur un plan. 

Prenons Taxe du cylindre pour axe des z et le plan de 
sa base pour plan des xy \ soient a le rayon de ce cylindre, 
I l'angle constant, x^ /, z les coordonnées d'un point quel- 
conque de la courbe, a Parc de la base du cylindre compris 
entre la projection de ce point et Taxe des x, ^, /i, v les 
angles que fait avec les axes l'angie du plan osculateur^ 
nous avons 

ces/ = COSA ces h COSlA sin -» 

a ^ a 

COS> COSfi C08V 

dyd^z — dzd^y dzd'x — dxd^z dxd^y — dyd^x 

cosi 

cos — [djrd^z — dzd^x) -h sin - [dzd^x — dxd^z) 



^(dyd^z — dzd^xY •+- [dzd^x — dxd*zY^[€Lx:d*y — dyd^s 

La dernière équation donnera la solution quand on y aura 
remplacé Xjj^, z par les valeurs suivantes : 

xz=z a cos — j r = a sin — • 
a a 

Faisons le calcul en prenant cr pour variable indépendante ; 
nous trouverons 

dx . 0" d^x I 0" 

-7-= — sm-> -7-7= cos-> 

de a dtr a a 

dy (T d^y i . tr 

— -=-f-cos-> --^= sm-: 

d9 a da* a a 



d'où 
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dy d*z dz d^y o* d^z i . 9 d^z 

da dfs^ d(T d(T^ a dfi* a a dfs^ 

dz d^x dx d*z . c d^z i g £iz 

dff da^ da da^ a d(t* a a da 



dx d^y dy d^x i 
da da^ da da^ a 

L'équation (i) deviendra 



cosi 
1^ 



/ (—Y -L f^ L 



On en tire 



d'z / 



dz" 



ou, en introduisant le rayon de courbure p et Tangle a que 
fait la tangente avec Taxe des abscisses, 

a tangi 
° cos^a 

Or, dans le problème 1 de la troisième Partie, on a vu que 
cette équation est celle d'une chaînette. Donc le dévelop- 
pement de la courbe considérée est une chaînette dont l'axe 
est parallèle aux génératrices du cylindre . 

Problème n» 50. 

Trouver les trajectoires sous un angle constant a des 
méridiennes d'une surface de résolution. 

Prenons pour axe des z Taxe de révolution et Téquateur 
pour plan des xy 5 soient r la distance à l'axe d'un point 
(Quelconque de la surface, l'angle que fait le méridien de 

T. — ilec. 21 
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ce point avec le plan des xz^ on aura 

(i) ar=rrcosO, j = rsinO, z=:ç(r), 

en supposant que l'équation de la courbe méridienne, dans 
le plan des zx^ soit z == cp(x). 

Pour avoir les cosinus des angles que fait avec les axes 
de coordonnées la tangente à la méridienne passant par le 
point considéré, il suf&t de différentier les formules (i) 
sans faire varier 0. Soient ces cosinus X, |u, v ; nous trou- 
verons 



> 



_ f* 



co^Odr sin9iir ff'[r)dr ^r^i-hf'^{r) 

d'où 

cosô sinO ?'('') 

~Vl-Hç'»(r)' ^'^^/T^^f '""TTTT^* 

Les cosinus X', jx', v' des angles correspondants pour la tra- 
jectoire sont 

. , dx , dy , dz 

ds " ds ds' 

Nous aurons donc 

. .^ cosBdx 'hsinBdj'-\- f' [r)dz 



)/T+y^ds 



= cosa . 



Or, en différentiant Jes équations (i) et faisant varier r 
et 9, on a 

dx:=zco89dr — rsinG^O, 

djr = sin Bdr -h rcosBdQ, 

dzz=:ff'lr)dr, 

. ds=:^[i^^^{r)]dr*^r*d9\ 



i^. _ M 
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Portant ces valeurs dans Téquation (2), elle devient 

\/ l-^ff'^ [r)dr = cosa V^flH- (p"(/)]rf;'>-4- 7>r/e», 

doù 

dr — — 
(3) ^=z tanga — sj i -^ ^'^ [r) . 

Dans chaque cas particulier, la fonction f sera donnée ^ 
l'équation ( 3 ) fera connaître 9 en fonction de r, c'est-à-dire 
l'équation en coordonnées polaires de la projection de la 
trajectoire sur Téquateur. 

APPLICATIONS. 

I® Trouifer les trajectoires sous l'angle constant a des 
méridiennes d'un tore circulaire. Peut -on déterminer 
V angle a de façon que les projections des trajectoires 
sur Véquateur soient des ellipses? 

Soient R le rayon du cercle générateur, / la distance de 
son centre à Taxe -, la fonction <f est ici 



l'équation (3) de l'exercice précédent devient 

£?d=R tanga 



rv^R'— (r— /)' 
ce que Ton peut écrire 

r 
£fÔ=: — R tanga 



\/-(^)'-(-9' 

Supposons /^ R) c'est-à-dire que la surface ne rencontre 

SI. 
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pas l'axe ^ nous aurons 

/'— R» I 

V^/» — R» ,, R r 



R 



V'-i-R-F-RJ 



• , ^ 



et, en intégrant, 



ï— ^^ — cota(0 — 9o) = arccos( — ^^^^; gj 



/«— R3 



^^-— cota(9— 0,) j 



/ 



expression de la forme 

P 



I H- ^cosm(9 — Gg) 



Ces courbes seront des ellipses ayant l'origine pour foyer 
quand on aura 

1 • 4/72 R» 

m = i ou bien l! ---cota = i, 

R ' 

d'où 

_ \//>— R» 



tanga 



R 



ce qui montre que Tangle a cherché est le complément de 
la moitié de Tangle sous lequel le cercle générateur est vu 
du centre de la surface. 

Dansiecas où /«^R on trouve, en faisant 71= - — - — cota, 

R 

2^R2— /2 






Enfin, pour / = R, on a 

2R 



i-f-cot»a(e — e,)* 
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a° Quelle doit être la méridienne de la surface de ré- 
{solution pour que les trajectoires sous l'angle constant a 
des méridiennes se projettent sur l'équateur, suivant 
des paraboles de même paramètre ayant l'origine pour 
foyer? 

Reprenons l'équation 
{a) dB = tanga — y ï H- f *(/■) ; 

nous devons avoir 



d'où 



cos^ 



.1. L 

6 = 2 arc cos^' r ^ -H 0,, 



dB = q 



1 dr 



s/r — q 



Portant cette valeur dans Téquation (a), nous aurons 

Vr — y 



.-(')=\/4v^ 



donc la méridienne sera définie par l'équation 



dz 4 / sin'a 

dx V X — a 



(*) 



n est aisé, en partant de là, de montrer que la méri- 
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dienné est une cycloïde. Prenons {fig> 61)9 en effet, 



OA = g, OB=-rVf d'où AB = 9Cot<a, 

sin*a 

BC = BC'= -acot'a. 
2^ 



Je dis que la méridienne est la cycloïde engendrée par le 




cercle de diamètre AB, roulant sans glisser sur la droite CC 
Pour cette courbe, on a, en effet, 



dz ,„„ MH JlH.HK 
— =tangMIH=r- — — i 



IH 



m 



V IH 



ou 



dx 



i / sin'a 



Pour chaque valeur de a, on trouverait une cycloïde dif- 
férente pour méridienne de la surface. 



\ 

• 
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Problème n* 51. 

Trousser les lignes de courbure et les rayons de cour- 
bure principaux de Vhélicoïde gauche à plan directeur. 

Cette surface est engendrée par une droite qui rencontre, 
à angle droit, Taxe d'un cylindre de révolution et s'appuie 
constamment sur une hélice tracée sur le cylindre. Elle a 
pour équation 

z-rzz a arc tang — 

OU, en introduisant les variables auxiliaires p et od, coor«- 
données polaires sur le plan des xy^ 

x = pcosu, ^=:psin«, z:=a€». 
L'équation différentielle des lignes de courbure est 

- , tLc-^pdz djr -^ qdz > 

1 ) 1 = --■ -' — • 

^ ^ dp dq 

On trouve aisément 

a sinu acosb> ^ 

P P 

et l'équation précédente devient 

— -pf/.pcosft» -h a^sin€»c/fti pcf.psine» -i-a'cosw^/w 

_sinu _cosM 
ùd ùd 

P P . 

* 

En simplifiant, on trouve 
d'où 

(2) -^^=±./. 

^f H- a* 



I I 
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Les variables sont séparées. En intégrant et désignant la 
constante par a>o, ou a 



P "^ V^p' -+■ ^' __ 



log c ÏX =± (« — «.), 



On en déduit 



— p -h v'p' -+- ^' = ûtf =^C— ~o) et p = •- [<?=*= ('^-••o) — tf =ï=(— o)]. 

Si Ton prend les signes supérieurs, on a les projections des 
lignes de qourbure du premier système ^ les signes inférieurs 
donnent celles du second système. Toutes ces projections 
passent par le pôle, et l'on peut les obtenir en faisant tour- 
ner autour de ce point la spirale unique ayant pour écpiation 

La valeur de chacun des membres de Téquation (i) est 

R R 

i ou — (Ri et R, désignant les deux 



rayons de courbure principaux), suivant que, dans l'équa- 
tion (a), on prend le signe + ou le signe — . On trouve 
ainsi 

Ri = > Rj = — • 

a a 

Les deux rayons de courbure sont égaux et de signes con- 
traires^ l'indicatrice est donc une hyperbole équilatère. On 
en conclut que, en chaque point, la génératrice fait un angle 
de 45 degrés avec chacune des lignes de courbure. 
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Problème n« 62. 
Discuter la surface qui a pour équation 

et trouver ses lignes de courbure. 
Prenons {/tg- 62) 

0«, = 0p,:^ -- 

o«,= op,= ^, 

et, par les points de division, menons des parallèles aux 
Fie. 61. 



axesj la surface, située tout entière au-dessus du plan des 
xy, se composera d'une inBnilé de parties identiques, se 
projetant sur les carrés blancs de la figure. 
On a 

— I =: log COSx COBJ*, 
p = tangjr, ç = tangj'. 

L'équation différentielle des projections des lignes de cour- 
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bure sur le plan des xy est, comme on le trouve aisément, 

dx dy 



djr* cos*ar — iix* ces»/ = o, d'où 



coso; cosj^ 



Les variables sont séparées^ en intégrant et désignant par 
a et |3 deux constantes, on aura, pour les équations des 
projections des lignes de courbure du premier système, les 
équations 

^«(?-*-7)=*^"8(i-*-î) 

et 

pour celles du second système. 

Les projections de toutes les lignes du premier système 
passent par les points A et C, celles des lignes du second 
système par les points B et D ^ les diagonales AC et 6D sont 
les projections des lignes de courbure qui passent par le 
centre I du carré. 



Problème n9 53. 

Tromper les lignes de courbure de la surface douelop- 
pable représentée par les deux équations 

Lz =:aJr-*-Jy(a)-h4i(a}, 

|,0 = « -f-r ?'(«)"*- +'{«)» 

• • • •.-.■.♦ , 

dans lesquelles a est un paramètre variable, et 



^(a)==Rv^i-+-a>-hy'(a), 

R désignant une constante et (f une fonction donnée quel- 
conque. 

Différentiant la première des équations (i) et tenant 
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compte de la seconde, on a 

(2) dz=zoLdx-^ ff(a)djr^ 

d*où 

p=:a et g = y(a). 

L'équation des lignes de courbure j^ — = ^ 

devient 

[dx -f- 0Ldz)ff'[9:)da=z[djr -+- tf[a)dz]da. 

On aperçoit la solution e/a == o ou a = const. , qui donne 
les génératrices rectilignes de la surface comme lignes de 
courbure du premier système. On a ensuite Féquation 

f'[a)da: — ^ -h [ay'(a) — ^(a)]rfz = 0, 

qui, combinée avec l'équation (2), donne 

dr djr dz 



l-h ?»'(«) — «?(«)?'(«) 9'(a)-+-«y(a)--ay(a) aH-(p(a)(p'(a) 
i xdx -\' ydy -4- ^dz 



» 



ou 

V=^[i -f. y»(a) - aç(«)ç'(a)] H- J^[y'(«) (i -H «') - a.'fic^]] 

z[a-f-^(a)ç'(a)]. 



ce qui, en tenant compte des équations (i), devient 

V = 4.(a)[a4-ç(«)y'(a)].-f(«)[n-a^-hy»(a)]. 

Si Ton remplace ^{cf) par sa valeur, on trouve 

.r •.;-■• • ' . . . . . 

V = o, 
et, en se reportant aux équations (3), on voit qu'il en ré- 
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suite 

xdx -h ydy •+- zdz = o ou bien x* -h^ -h 3*= const.; 

donc les lignes de courbure du second système sont situées 
sur des sphères ayant l'origine pour centre commun. 

Réciproquement, si Ton demande que les lignes de cour- 
bure du second système de la surface développable, repré- 
sentées par les équations (i), soient situées sur des sphères 
ayant l'origine pour centre, il faudra qu'on ait 

V = o ou bien >Ka)[a-f-.j>(a)f'(a)] — ^|*'(a)[H-a»-+-«ï)'(a)] = o, 
ce qui donne 

et, en intégrant et désignant la constante par R, 

Il convient de remarquer le cas où la constante R est nulle ; 
on a alors 

iKa)=o, >p'(a)=o, 

et les surfaces en question sont des surfaces coniques quel- 
conques ayant l'origine pour sommet. 

Problème n"" 54. 

Trouver les lignes géodésiques de Vhélicoïde gauche à 
plan directeur. 

Ces lignes jouissent de cette propriété que, en chacun de 
leurs points, leur plan osculateur est normal à la surface. 
On devra donc avoir, p elq ayant la signification ordinaire, 

(l) dxd*y — dyd^xzzzp [dyd'z — dzd^y) -H q [dzd*x — dxd^z]. 
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Or, pour notre surface, on a 

4;=:pcos», jr=zpûn^^ 2 = 11», 

asiiitt acos» 

P P 

et, si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (i), en pre- 
nant 0) pour variable indépendante, on aura une équation 
différentielle du second ordre, laquelle, toutes réductions 
faites, se trouve être 






H'*j)-^Z-^^'*'-)='- 



Cette équation est du second ordre 5 elle ne contient pas co; 
on l'abaissera au premier ordre en posant 

d'où 

d^p i du 
dtù* 2 dp 

et par suite 

1 p dp 

ou bien 

du Lu 

dp p*4-fl' 

Cette équation du premier ordre est linéaire^ en l'intégrant 
et désignant par b* une constante arbitraire, on aura 
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et, en revenant à Téquation (2 ), 



du = 



,3. , ^(p.+ «.)(p.+ a«-ft») 



bdp 

v^(p'-«-«*)(p*-*-«'-^') ' 



Telle est, en coordonnées polaires, l'équation des projec- 
tions des lignes géodésiques. Le problème est donc réduit 
aux quadratures. On voit qu'on est conduit à une intégrale 
elliptique . 

Discussion. — Premier cas : b<^a. — Le radical de la 
formule (3) étant toujours réel, p peut prendre toutes les 
valeurs possibles. Pour |0 = o, nous prendrons oi>=o; la 
courbe passe par l'origine, où elle est tangente à Ox\ p 
augmentant, (ù augmente. Pour |9=:oo, tù est fini; car 

l'intégrale / ^ est finie. U y a lieu 

de chercher si la courbe a une asymptote ; il faut voir si 
p*— a une limite finie quand p tend vers l'infini; or 

nP 

p*-7- = — ; la limite cherchée est 

*y(-?)(-^-) 

donc égale à i. Il y a, par conséquent, une asymptote 
distante de l'origine de la quantité b. 

Deuxième cas : b^a, — p peut varier de ^A* — a* à 
+ 00 ; il y a encore une asymptote. 

Troisième cas : bz= a. — On a 

ad p 

P V p' "*" ^' 



— «. = —« I ,— ' 
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L'intégration peut s'effectuer, et il vient 



d'où 



», — M = log "LL . 

? 



p p 






2a 



La courbe admet l'origine comme point asymptotique et la 

droite p = -7—7 ; pour asymptote. 

*^ sm(eai — »♦) * * 

Problème n<» 55. 

Trouver parmi tous les conoïdes droits ceux dont les 
rayons de courbure principaux sont en chaque point égaux 
et de signes contraires. 

L'équation de ces surfaces est 

On doit avoir 

(l) (l-f-/>')r-f-(i-f-<7')^— ^pqsz=o. 

Or on trouve 

/? = — -i/f(tt), 

X 

/'=-p[?'(") + «?"(«)]• 
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L'équation (i) devient, après réductions. 



ou 



En intégrant, et désignant la constante par a, on a 



Intégrant de nouveau, 

ff[u) = a arc tang u + 6 ; 

donc Téquation des surfaces est 

y 

z — b = a arc tang — • 

On ne trouve donc que les hélicoïdes gauches à plan di- 
recteur. 

Problème n? 56. 

Trousser, parmi toutes les surfaces gauches engendrées 
par une droite qui reste constamment parallèle à un plan 
fixe, celles qui, en chacun de leurs points, ont leurs rajons 
de courbure principaux égaux et de signes contraires. 

Prenons le plan fixe pour plan des xj^ et Téquation gé- 
nérale de nos surfaces sera 

(i) jr=zxfi[z]-^'^[z], 

les deux fonctions (p et ^ étant arbitraires. 
On doit avoir l'équation 

(2) (l -+-^')/-- 7^pqs-^[\-Jt-p*]t = 0. 

En différentiant l'équation (i) successivement par rapport 



4 
\ 
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à X et j', on trouve 

o = ?(«)+^[ar^'(z)+f (z)], 

o = 2/»ç'(a)+;>'[V(«)+f' (2)3 + r[^y'(8) + f (z)], 
o= ??'(2) + /'<?[^T"(*)+f' (^)] + *[*?'W+f (2)]. 

L'équation (2) deviendra 

2i.f'(z) + (/>'+<7')[.rç"(z) + f' (z)] = o 

OU bien 

4-a:|/(z)[i-f-<j)2(2)]__ 2y(2)7'^(z)j=:o. 

Cette équatîon, devant avoir lieu quelles que soient les va- 
riables indépendantes x et ^, se décompose dans les deux 
suivantes : 

la dernière donne, en intégrant, 

en intégrant une seconde fois, on a 

arc tangçp {z) = Cz -\-C 

On a de même, en désignant par C une nouvelle con- 
stante, 

f(z) = C"C[i + T'(z)]=CY(2), 

^{z) = C",{z)-C\ 
T. — JHec. 22 
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et l'équatioa de la surface devient 



OU bien 



arc tang :^ -7, =Cz-^C; 



en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes, on 
peut écrire 



zz=La arc tang — 9 



et l'on trouve ainsi les hélicoïdes gauches à plan directeur. 



Problème n» 57. 

Trouver les lignes asymptotiques d'une surface. 

On appelle ainsi des lignes qui, en chacun de leurs 
points, sont tangentes à Tune des asymptotes de l'indica- 
trice de ce point. Soient a, j3, y les angles formés avec les 
axes de coordonnées par l'asymptote 5 on aura 

o = rcos'a -t- 2 5 cosflccosp -f- f cos'p. 

La ligne asymptotique devant être tangente à l'asymptote, 
cosa et cosj3 seront égaux respectivement aux valeurs de 

di' d'Y 

-^ et — j relatives à la ligne asymptotique ; l'équation pré- 

cédente deviendra donc 

( I ) o = rdx^ 4- isdx dy -f- tdj"*. 

Cette équation, dans laquelle r, 5 et t doivent être consi- 
dérés comme étant des fonctions connues de a: et y^ est 
l'équation diflérentielle des projections des lignes asym- 
ptotiques sur le plan des xj \ elle est, comme on voit, du 

dy 

premier ordre et du second degré en — • 



APPLICATION DU CALCUL INTÉGRAL. SSp 

Problème n^ 58. 

Trouver les lignes asymptotiques de V hyperboloïde à 
une nappe. 

Nous connaissons d'avance le résultat \ en effet, en chaque 
point de la surface, les asymptotes de Tindicatrice sont les 
deux génératrices rectilignes qui passent en ce point \ donc 
le système des lignes asymptotiques est identique au sys- 
tème des génératrices rectilignes. Voyons comment Téqua- 
tion (i) du problème précédent va nous fournir ce ré- 
sultat. 

Soit l'équation de la surface 



a''^ b^ c^~'^' 



on en tire 



c^x. 



a 



c^jr 



c^ 



2 =^PZ^ 



qz. 



zr, 



1 



O =^pq + zs^ 
- ^q^+zt. 



L'équation (i) donnera donc 



^(dx^ dy^\ c^ Ixdx rdjX'* 

Remplaçant z par sa valeur tirée de l'équation de la sur- 
face, il vient 



2Î2. 
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OU, en développant et réduisant, 

dr dy^ , dy^ 

^ ^ dx dx^ dx^ 

ou bien 



•^="£-^v/*'+'''£= 



c'est l'équation de Clairaut. L'intégrale générale est, en 
désignant par m une constante arbitraire, 



y = mx -h \^h^ -f- û'm^ 

équation qui représente, comme on sait, les projections 
des génératrices rectilignes sur le plan des xy. 

Problème n<» 59. 

Trouver les lignes asymptotiques des conoïdes. 

Quand on cberche les lignes asymptotiques d'une sur- 
face réglée, l'équation (i) de l'avant- dernier problème est 
assez facile à traiter, car, la génératrice étant une de ces 
lignes, on connaît une solution de cette équation : c'est ici 

le cas. Soit z =f[-\ l'équation de la surface. 

Nous en tirerons 



=-i-./'fi)-5/'(î)- 
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L'équation (i) deviendra donc 



=/'©(à^-^) 



ou bien 






:a:dx/'(^\ [jdx --- xdf) '¥■/'' (^\ [ydx — xdyYz=o. 



On aperçoit la solution 

y dx — X dy = o 



ou 



— z=: const. , 

X 



qui donne la génératrice. Supprimant cette solution, nous 
aurons 



!1X_ 

ou bien 



/'Q dx -^/"(j) (r ^^ - ^4r) =^ o 



dx \x) y 

2 = -— r— d- 



Les variables sont séparées*, soitC la constante arbitraire, 
l'intégrale de Téquation précédente sera 



(2) X' = C/' -i 



il y 

X 



C'est là l'équation du second système de lignes asympto- 
tîques. 
Considérons en particulier l'hélicoïde gauche à plan di- 
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recteur, dont Téquation est 

( 3 ) z=: a arc tang — • 

On a dans ce cas 



r^/ 



arc tang — » 



et l'équation (2) donnera 



x' 






ou bien 

Ces lignes asymptotiques se projettent donc sur le plan 
des xy suivant des circonférences ayant toutes rorigine j 
pour centre. 

Il est à remarquer que ces lignes sont, dans le cas présent, 
les mêmes que les trajectoires orthogonales des génératrices; 
en effet nous avons montré, dans le problème 51 de la troi- 
sième Partie, que les rayons de courbure principaux de la 
surface (3) sont égaux et de signes contraires; en tous les 
points de cette surface, Tindicatrice est donc une hyperbole 
équilatère, c'est-à-dire que, Tune des asymptotes étant la 
génératrice, Tautre est toujours perpendiculaire sur cette 
génératrice. 

Problème n» 60. 

Trouver sur un hrperboloïde à une nappe les lignes 
qui, en chacun de leurs points, sont tangentes aux bissec- 
trices des angles formés par les génératrices rectilignes 
qui passent en ce point. 
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Soit réquatîon de la surface 

^ ' a^ h^ c^ 

Les équations des deux systèmes de génératrices rectilignes 
sont 



X z . / 

- -h- =1 

a c \ 



.+f,, 



X z I / X 

a c \\ b 



et 



.T z IX 



) 



Si dans ces équations x^ y^ z désignent les coordonnées 
d'un point quelconque de la surface, on en tirera les para- 
mètres correspondants X et fx-, mais on peut aussi se servir 
de ces équations pour exprimer les coordonnées x, y^ z 
d'un point quelconque de la surface, en fonction des para- 
mètres correspondants X et (a ^ on obtient ainsi 

>fA -4- I 
a -^ , 



c 



\\l. — I 



Si, entre ces trois équations, on éliminait X et fx, on re- 
trouverait Téquation (i) de la surface 5 on obtiendra tous 
les points de cette surface, en donnant à X et (i toutes les 
valeurs possibles ; X et (Jt peuvent être regardés comme étant 
les coordonnées d'un point quelconque de la surface \ une 
ligne tracée sur la surface aura pour équation une certaine 
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relation entre i et ji 5 par exemple les équations (2) repré- 
senteront une génératrice rectiligne du premier système 
quand on y fera X = const. ; fz = const. donnerait au con- 
traire une génératrice du second système. Soit ds la db- 
tance de deux points de la surface infiniment voisins, 
répondant aux valeurs X, p et X -f- rfX, jx + rf/ji des coor- 
données ^ on aura 

\d\ d(L d\dl>. dX dllj '^ 



[( 






'-m> 



Remplaçant les dérivées partielles ■^>"' par leurs valeurs 
déduites des équations (2), on trouve, en faisant j 

(3) j B= (YTT)-* [a^(p>-,)(p^-x)-+.4è'Xf.^-c^(X^+i)(fx'+i)], 



c = 



[a> (P — i)»-t. 46»X» 4- c^(X» + 1)2], 



(4) 



dz^=:A€Ù}-h 2B dl d^i '\- CdiiK 



Soient (Jig- 63) M le point dont les coordonnées sont X, 




(X, M' le point X -f- rfX, (i -h rffx, P le point X, jjt -h rfjx, Q le 
point X 4- dX, [i. On pourra déduire la distance MP de Té- 
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quation (4) en y faisant dX = o, MQ, en faisant rfjx = o ^ 
on aura ainsi 

MP et MQ sont les directions des génératrices rectilignes 
du point M. Si MM' est la tangente à la courbe cherchée, 
c'est-à-dire la bissectrice de Tangle PMQ ou de son sup- 
plément, on devra avoir 

ou, en remplaçant A et C par leurs valeurs (3), 

dl 



(5) { ^ 

u ^P 



3 • T 
I 



En prenant le signe -j- et le signe — , on aupa, entre les 
coordonnées X et jut, les équations différentielles des lignes 
cherchées. Dans Téquation (5), les variables sont séparées 5 
en intégrant immédiatement, on introduit des fonctions 
transcendantes; néanmoins l'intégrale est algébrique. Ce 
résultat fondamental est dû à Euler. L'intégrale est ici, en 

prenant le signe -+- et faisant A' = — 9 

(6) ^y-h2A'\'-{-ï — v^p^ 4- 2/^4-1 = (X — p) \/2C-t-(X4-pp", 

C désignant la constante arbitraire. Il ne reste plus qu'à 
remettre, pour X et (!/, leurs valeurs en J:, j^, -s, à éliminer z 
avec l'équation de la surface, pour avoir les équations des 
projections des lignes cherchées sur le plan des xy. 
Pour faire aisément ce calcul, nous déduirons de Téqua- 
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tion (6) les formules suivaDtes : 






H- ^>* + a /(»1» + I ^ft«-4- 2X-»fx»-l- I, 

Dans celte dernière équation, remplaçons ~ > -;^- » 

A I fA A i f* 

par leurs valeurs tirées des équations (a), et nous 



trouverons 






Entre cette équation et l'équation (i) de la surface, élimi- 

-C - — - » " P^ — ; ; 



nons A, remplaçons C par L ==-(-• -^ — - » Ai par — ^j 



et nous obtiendrons 

Le lecteur reconnaîtra aisément là Téquation des projec- 
tions des lignes de courbure de Thyperboloïde sur le plan 
des xy] cela devait être. En effet, en un point quelconque 
de la surface, les génératrices rectilignes sont les asym- 
ptotes de l'indicatrice; les bissectrices des angles des géné- 
ratrices rectilignes sont les axes de l'indicatrice ou les tan- 
gentes des sections principales. Donc les lignes cherchées 
sont tangentes en chacun de leurs points à l'une des sec- 
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tions principales qui passent en ce poînt^ ce sont donc les 
lignes de courbure. 

La même question se résout plus facilement dans le cas 
du paraboloïde équilatère xy=::-az\ on a, dans ce cas, les 
formules 

L'équation (5) devient 



d'où, en intégrant, 

En partant de là, on n'aura pas de peine à obtenir, sur le 
plan des o^, l'équation des projections des lignes cherchées. 

Problème n<> 61. 

T'rouifer les trajectoires orthogonales des génératrices 
rectilignes du paraboloïde équilatère xj = az. 

Les génératrices rectilignes du premier système ont pour 
équations 

(i) x=ai, y^i' 

Pour la trajectoire orthogonale, on doit avoir 

dy H- \dz =z o 

ou bien, en remplaçant X par sa valeur - » tirée de la seconde 

équation (i), 

ydy -hzdz::=. o. 
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Intégrant et désignant par A: la constante arbitraire, on a 

Ainsi les trajectoires orthogonales des génératrices recti- 
lignes du premier système ont pour projections, sur le plan 
des jz^ des circonférences dont l'origine est le centre 
commun. 

La même chose a lieu, sur le plan des xz^ pour les tra- 
jectoires orthogonales des génératrices rectilignes du second 
système. 

Problème n» 62. 

Montrer que la famille des surfaces représentées par 
V équation cl^=.—^ dans laquelle ol est le paramètre va- 
riable, fait partie d'un système triple orthogonal, et 
troui^er les deux autres familles. 

On sait que les surfaces représentées par l'équation 
a ^=F{x^ jr^ z) ne font pas généralement partie d'un sys- 
tème orthogonal-, la fonction F doit vérifier une certaine 
équation aux dérivées partielles du troisième ordre,^ qu'a 
fait connaître M. Bonnet. 

Soit jS =/*(x,j)^, -z) l'une des familles cherchées; on 
devra vérifier identiquement l'équation 





doL cfp da c?p da, dfi __ 
dx dx dy dy dz dz 


ou bien 




(0 


\ d^ \ d^ l dp _^ 



C'est là une équation linéaire du premier ordre aux déri- 
vées partielles. Pour l'intégrer, nous formons les équations 



APPLICATION DU CALCUL INTÉGRAL. 349 

différentielles 

Les équations intégrales de ce système sont 

et Ton sait que, 4> désignant une fonction arbitraire, l'in- 
tégrale générale de l'équation (i) sera 

En désignant de même par V une fonction arbitraire, la 
troisième famille cherchée sera donnée par l'équation 

Ainsi, quelles que soient les fonctions 4> et Y des quantités 
Ci = ^'-|-x', Ci = z^'hy*') chacune des surfaces j3 cou- 
pera orthogonalement chacune des surfaces a, et il en sera 
de même de chacune des surfaces y. H reste à exprimer que 
deux quelconques des surfaces |3 et y se coupent orthogo- 
nalement^ il faut avoir 



^p dy rfp dy dp dy __ 
iLr dx dy dy dz dz 



OU bien 
.7f* dw 



di^x ^^1 



^d^ d^r Jd^ ^\ ( ^ ^\ _^ 

'^'dC.dC^'^^ [dC.'^dCj [dC^'^dCi) "~^' 

ou, en remplaçant xelj- par leurs valeurs en fonction de 
z^ iuj et vjj, 

d<l> dW d<b d^ ^( d<b dW d^ d^\ ^ 

^•5ci 5c; "^ ûfc^ 5c; "^ ^ \rfc; ^ "*■ 5c; 5c;j ""^' 

Cette équation devant avoir lieu quelles que soient les 
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quantités Ci, Cj et z, on doit poser les deux équations 

dQi ddi dCi dCi 

d^ d^ d<l> dW 

dCi dCi dC2 dCt 

De ces deux équations on tire 
et par suite 

Chacune de ces équations est une équation linéaire du pre- 
tnier ordre, aux dérivées partielles. Pour intégrer la pre- 
mière, on considère le systcîne d'équations différentielles 

T . dCt rfCî rf* . , . , , 

ordinaires --= = zp — = = — > qui admet pour intégrales 

yCi ^/Ca ® 

a = ^Cl_ ± ^Cj , A == 4>. On a donc 

p=:*(v/c;±:v/c;) 

ou simplement 

Ainsi le système triple demandé est 

'y*Y , _________ ^^_^ 



at, 

z 



On voit que les surfaces |3 et y peuvent être définies 
comme étant le lieu géométrique des points dont la somme 
ou la différence des distances aux axes des x et des j est 
constante. 

Ces surfaces ont été trouvées par M. J.-A. Serret. 
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Problème n» 63. 

De la transformation par rayons vecteurs réciproques. 
Considérons un système de points m, m', m"^ ... et un 
point fixe O; aux points m, m', . . ., nous faisons corres- 
pondre une série de points M, M', M'^, . . . , définis comme 
il suit : sur les rayons vecteurs Om, 0/w', Om^\ . . . , nous 
prenons des points M, M', M'', ..., tels que OMxOmnc/:*, 
OM'xOm'= ^', ..., /r étant une constante donnée^ la 
figure MM'M'^. . . est dite la transformée par rayons vec- 
teurs réciproques de la figure mm,' m".,, relativement au 
point O. Cette transformation entraîne des relations sim- 
ples entre les deux figures \ nous allons faire connaître les 
plus importantes. 

Soient x^j^ z les coordonnées d'un point quelconque de 
la figure proposée, X, Y, Z les coordonnées du point cor- 
respondant de la transformée, r = Om, r'= Om', ..., 
R = OM, R'= OM', . . . , on trouve aisément 

k\T A^œ 

X=-. : '- = — ' 

(0 \^^ ^. ;\r.. ,, ==^> 



Z = -. : r = — -» 



/ 



jc^ -i- y^ -h z' 


k'y 


jî^ -|- ^ ' -4- Z* 


kH 


x^ -\- y ^ -^ z^ 


x-^x 


X^ + Y'H-Z^ 


X'Y 


X'-f-Y^-hZ^ 


x-^z 



r^ 



Rr=/'; 



X-'X 
X m -— nz: « 

R» 



x*z 



X^H-Y^-hZ^ R2 
Soient p la distance de deux points m et m! de la figure 
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proposée ) P la distance des points correspondants M et M'^ 
on a 

P»= (X — X')^-t- (Y — Y' )^4- (Z — Z')% 

P»= (X^-hY'-4-Z') -+- (X''-4-Y'»-i-Z'») — 2(XX'4-YY'-4-ZZ';. 

(3) ^ = 7?P' 

Prenons pour première figure rensemble des points du 
plan défini par Féquation ax~h bjr + c z -h d =: o -^la trans- 
formée; aura pour équation, d'après la formule (2), 

£/(X»-hY»H-Z*)4-X-»(aX4-^'Y-l-cZ)=:o. 

Ce sera une sphère, excepté lorsque le plan donné passe 
par l'origine, auquel cas la transformée est ce plan lui- 
même 5 le centre de la sphère se trouve sur la perpendicu- 
laire abaissée du point O sur le plan. A deux plans paral- 
lèles répondent deux sphères tangentes au point O. 
Prenons pour première figure la sphère 

j:* + jr^ -f- z' — 2Aj: — 2B7 — 2C« -4- D = G; 

la transformée sera 

D(X^-4-Y»H-Z«) — 2A'»(AXH-BY-f-CZ)4-^'* = o. 

C'est une sphère, excepté dans le cas où D = o 5 alors la 
sphère donnée passe par l'origine ; la transformée est un 
plan. 

Une circonférence de cercle pouvant être considérée 
comme l'intersection d'un plan et d'une sphère aura gé- 
néralement pour transformée une circonférence de cercle; 
elle ne sera une ligne droite que quand la circonférence 
proposée passera par le point O. 
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Une propriété remarquable de cette transformation con- 
siste en ce que les deux triangles, formés par trois points 
infiniment voisins quelconques de la figure primitive .et les 
trois points correspondants de sa transformée , sont sem- 
blables l'un à l'autre, en sorte que, si deux lignes se coupent 
dans l'une des figures sous un certain angle, les lignes cor- 
respondantes de l'autre figure se couperont sous le même 
angle. 

La démonstration de cette propriété repose sur l'équa- 
tion (3) 

rr 

Supposons, en efiet, que les deux points m, m! soient infi- 
niment voisins et que leur distance soit représentée par ds\ 
soit e£$ la distance des points correspondants M et M'^ nous 
aurons, en négligeant les infiniment petits d'ordre supé- 
rieur à rfj, 

h^ds 



dS 



7» 



Considérons un troisième point m" infiniment voisin de 

m et m\ et soient ds' et ds^' ses distances à ces deux points, 

rfS' et rfS'' les distances correspondantes MM'', M'M'^j %^us 

aurons aussi 

... Â^ds' 



d'où 



eio 






dS' 


f ' 


h'ds" 


dS 
ds 


ds' 


dS" 
ds" 



Ainsi le triangle infinitésimal mm' m" est semblable au 
triangle correspondant MM'M''^ l'angle de ds avec ds' est 
donc le même que l'angle de dS avec dS'. 

T. — Rec. 23 
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En particulier, si deux surfaces se coupent sous un cer- 
tain angle, leurs transformées se coupent sous le même 
angle. 

On déduit aisément de là un théorème important : 

Les transformées des lignes de courbure d'une surface 
sont les lignes de courbure de la surfaxie transformée. 

Représentons-nous , en effet , les lignes de courbure de 
la surface proposée, les deux série« de surfaces dévelop- 
pables orthogonales entre elles et à la surface donnée, qui 
sont formées par les normales successives, et la série des 
surfaces parallèles à la proposée; nous aurons là un système 
triple orthogonal. La transformation par rayons vecteurs 
réciproques nous donnera, d'après ce qui précède, un nou- 
veau système triple orthogonal, et le théorème de Dupin 
nous apprend que ces surfaces se couperont mutuellement 
suivant leurs lignes de courbure; les lignes de courbure de 
la surface donnée resteront donc lignes de courbure de sa 
transformée. 

Considérons, comme application de ce qui précède, le 
système orthogonal formé des surfaces homofocales du se- 
cond degré, savoir : 



or} 


-H 




-f- 


z" 


f 


p»— c* 


X* 


H- 




— 


«« 


P' 


C»— /X» 


ar» 




r* 




z» 



v' />a — V» C»-— V» '' 



où 



*'<^, p»>c% **<fx*<c>, v»<*«; 

nous en déduirons, en transformant par rayons vecteurs 
réciproques ce nouveau système orthogonal, formé de stt^ 
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faces du quatrième degré, 

,,. .X* _Y» Z» _ (X»-4-Y^4-Z')» 



X» ^ _Y» Z^ _ (X^-4-Y'+Z«) 



2 

- • 



Ces surfaces se couperont mutuellement suivant leurs lignes 
de courbure. On saura, par exemple, trouver les lignes de 
courbure de la surface, lieu des pieds des perpendiculaires 
abaissées du centre de Tellipsoïde 

j:' r' z^ 
A^ B» ^ C 

sur ses plans tangents^ l'équation de cette surface, qui est 

A^X»-+- B'Y'+ C*Z'=: (X'-h Y' + Z^)S 

rentre, en eflFet, dans la forme (4). 

. Considérons encore le système orthogonal dont nous nous 
sommes occupé, p. 348, 

a — — 9 

z 

p = /zM^+ s/z^ -+- y, 

y = ^z^ •+- x^ — \/z*-+- j'. 

Appliquons-lui la transformation par rayons vecteurs réci- 
proques 5 nous en déduirons ce nouveau système orthogonal 

, XY 

K=— 



P 



■Z(X»4-Y'-f-Z»)' 
,_ v/Z^ 4- Y» -h v/Z'-<-X^ 



X'-hY^+Z^ 



/-, y/Z'+ Y»— v^Z^^-X» 



a3 
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Nous saurons trouver les lignes de courbure des familles de 
surfaces représentées par ces trois équations. 

Proposons-nous, comme dernière application, de trouver 
les lignes de courbure de la surface enveloppe des sphères 
qui touchent trois sphères données. 

Soient O et P les points d'intersection de ces trois 
sphères. Prenons le point O pour origine, et opérons une 
transformation par rayons vecteurs réciproques. Dans la 
figure transformée, les trois sphères données seront rem- 
placées par trois plans, qui se couperont en un point II 
correspondant au point P. La surface enveloppe des sphères 
tangentes aux trois plans sera un cône circulaire droit, 
ayant son sommet au point II. Les lignes de courbure de 
cette surface conique sont : i° les génératrices rectilignes 
qui passent toutes par le point II 5 dans le retour à la pre- 
mière figure, ces droites deviendront des cercles passant 
tous par le point P; 2° les parallèles, qui deviendront aussi 
des cercles. Les lignes de courbure de la surface enveloppe 
des sphères tangentes à trois sphères données sont donc des 
circonférences de cercle. 

Ce qui précède est extrait, presque textuellement, d'un 
beau Mémoire de M. Liouville, publié au tome XII du 
Journal de Mathématiques pures et appliquées. 

Problème n» 64. 

Trou\^er les systèmes orthogonaux dont font partie les 
sphères représentées par l'équation 

ar' -h ^* -h z^ =. ctXy 

OÙ Cf. est un paramètre variable. 

Les sphères proposées passent par l'origine et ont leurs 
centres sur l'axe des or. Ecrivons leur équation comme il 



APPLICATION DU CALCUL INTÉGRAL. 357 

suit : 

(i) a= — 



X. 



Nous allons d'abord cherclier la forme la plus générale des 
fonctions F, telles que les surfaces représentées par l'équa- 
tion p = F (x^y^ z) coupent à angle droit toutes les sphères 
proposées, quel que soit le paramètre variable p\ nous de* 
vrons avoir identiquement 

dY doL dY doL d¥ da, __ 
dx dx df dy dz dz 

OU, en remplaçant a par sa valeur (i), 

, .rfF €/F d¥ 

2) [x* — r' — 2')-; — haarr- I-2j:z---=o. 

^ ' V «^ I ^ dy dz 

C'est là une équation linéaire, du premier ordre, aux déri- 
vées partielles. Pour en trouver l'intégrale générale, il nous 
faut intégrer le système suivant d'équations différentielles 
simultanées : 

f31 ^' _ //r __ </z _ dY 

' x^ — y^ — z^ 2xy nxz o 

Mettons à la suite de ces trois rapports égaux le suivant, 

, , . , 1 j . xdx^ydy -^-zdz 
égal aussi a chacun des premiers, — 7—, -^ ,-, et 

^ ^ ' x[x^-^y^-\-z^) 

considérons les deux équations 

dy xdx 4- ydy -h zdz 

nxy jr(x*-h j*4- z*) 

dz xdx -h ydy -h zdz 

2XZ X (^x^ -i- y^ -h z^) 

En désignant par C et C deux constantes arbitraires, on 
aura, en intégrant après avoir supprimé x en dénomina- 
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teur. 



7 



log^ = log(x>-*-7'-i-z») -f-logC, 

log« =log(.r--h7'-!-z') -H logC 
ou bien j 



-L -- çf _- r". 

on a, du reste, 

F=C. 

Tel est le système intégral général des équations (3) ; donc 
Tintégrale générale de Téquation (2) sera, en désignant 
par y une fonction arbitraire, 

C=r/(C', G") 
ou bien 

F=/( -^ ^ V 

Donnant à^deux formes diirérentes y et vj;, désignant par 
(3 et y deux paramètres variables, nous pourrons prendre 
pour équations des deux familles de surfaces conjuguées à 
la famille des surfaces (i) 



» 



Quels que soient les paramètres a, jS, y, une quelconque 
des surfaces des familles (2 ) ou f 3) coupera toujours à angle 
droit Tune quelconque des surfaces de la famille (i). Reste 
à exprimer que les surfaces ( 2 ) et ( 3 ) se coupent aussi mu- 
tuellement à angle droit. 
Soit posé, pour abréger, 

Y Z 
(4) wi=-— --1 , Vl= , 
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d'où. 

(5) p=:(p(tt, (.), 7=4,(11,1.). 

Noixs devrons avoir identiquement 

dff d"^ d^ d^ do d^^ 
dx dx dy dy dz dz 

011 Lien 

(d*f du df dv \ I d-^ du d'^ dv\ 

du dx dv dx I \du dx dv dx ) 

et, en développant, 

dud^\\di)^\d^) "^V^j J 

(d<f d^ df éA|»\ /du dv du dv du dv\ 
du dv dv du) \dx dx dy dy dz dz) 

En remplaçant u cl vf par leurs valeurs (i), on trouve 

^W (±\\ (±\=. __^ , 

dx) \dy) \dz ) [x^-^y^-^^Y 

fdvY (dvy fdvy 



[x'-^y'-hz^y 



du dv du dv rlu dv 
dx iix dy dy dz dz 

L'équation (2) devient donc simplement 

^ * ' du du dv dv 

Quand on se donnera une fonction cp particulière, en in- 
tégrant Téquation (6) linéaire du premier ordre aux déri- 
vées partielles par rapport à tf^, on aura cette dernière 
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fonction^ il existe donc une infinité de systèmes orthogo- 
naux dont fait partie la famille de surfaces (i). 

On peut se représenter tous ces systèmes d'une façon 
simple, comme nous allons le voir. 

Transformons ces systèmes par rayons vecteurs récipro- 
ques, en prenant sur le rayon vecteur mené de l'origine au 
point m[x^j^ z) un point M(X, Y, Z) tel que 

0/wXOM = i; 
les coordonnées X, T, Z seront les fonctions suivantes de 



Y = 



Z = 



r 

^2 -4- y^ -t- z' 
z 



«^ -f- J^^ -f- -8' 

et notre système orthogonal deviendra 

(8) X=i, p=?(Y.Z), 7 = ^(Y,Z). 



Ce nouveau système sera aussi orthogonal-, il est composé 
de plans perpendiculaires à l'axe des X et de cylindres pa- 
rallèles à OX, et dont les bases sur le plan des YZ sont des 
courbes orthogonales. Réciproquement, si l'on considère le 
système le plus général satisfaisant aux conditions précé- 
dentes, et qu'on le transforme par rayons vecteurs réci- 
proques, on aura le système le plus général demandé. La 
réponse à la question posée est donc la suivante : 

Que l'on considère le système orthogonal triple forme 
de cylindres orthogonaux parallèles à l'axe des X, et de 
plans perpendiculaires sur cet axe, et qu'on transforme ce 
système par rayons vecteurs réciproques, on aura une in- 
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finité de systèmes orthogonaux, qui sont les systèmes 
cherches. 

Prenons, par exemple, pour nos cylindres les plans per- 
pendiculaires aux axes des Y et des Z, ayant par conséquent 
pour équations 

T = const. = ~» 

P 

I 

Z = const. = - • 

7 

Nous aurons à transformer par rayons vecteurs réciproques 
le système 

a p 7 

ce qui donnera le système triple orthogonal 

a izzr y p z= 9 7= 9 

x «^ y ' z 

formé de sphères passant par l'origine et ayant leurs centres 
sur les axes Ox, Oy^ Oz. 

Prenons en second lieu pour bases des cylindres sur le 
plan des YZ les ellipses et les hyperboles homofocales re- 
présentées par les équations 

Y» 

p» ■ p-» — c' 

Y* Z' 

Nous en déduirons le système triple orthogonal 

ar' -f- J^* -+- z' = a JT, 
r* z* 

yi C' — • 7* ^ *^ ' 



oT + Hr-^,='. ?'>«=•. 
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Problème n» 65. 

Trouver les systèmes orthogonaux dont font partie les 
cônes 

(î) -^=«. 

oii OL est un paramètre variable. 

Déterminons d'abord la fonction F de façon que les sur- 
faces représentées par Téquation 

coupent à angle droit tous les cônes proposés, quel que soit 
le paramètre p. 

Nous devrons avoir identiquement 

dp dfjL dp doL dp doL 
.dx dx djr djr dz dz 

ou bien, en remplaçant a par sa valeur (i), 

, . €lû dp do 

I ) yz--^ -\- zx-^ ^ 7.xjr -y- = o. 

^ ' dx df dz 

Pour obtenir l'intégrale générale de cette équation linéaire, 
nous devons intégrer le système suivant d'équations simul- 
tanées : 

dx djr dz dp 

jrz xz — tzxjr o 

OU 

X dx=:r€iYz=z 2 rfz = — - • 

-^ -^ 1 O 

Nous avons 
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par suite l'intégrale générale de l'équation (i) sera 

F étant une fonction arbitraire. 

Donnant à la fonction F deux formes distinctes, dési- 
gnant par |3 et y deux paramètres variables, nous prendrons 

(3) y z=-^[z^-^2x\ z'-haj*). 

Posons, pour abréger, 

nous aurons 

(5) j ? = ?(«.'•). 

Quels que soient les paramètres jS et y, Tune quelconque 
des surfaces (a) ou (3) coupe à angle droit toutes les sur- 
faces (1)5 reste à exprimer que les surfaces (2) et (3) se 
coupent mutuellement à angle droit, ce qui, d'après Texer- 
cice précédent, donne l'équation 

l du (lu\_\tlx) \dx) \di) J 

A -ê3[(è)'-(|)-(S)'] 

(df^ d^ dff ^^\ /du do du dv du d{\ 
du dv dv du) \d.K d.v dy dy dz dzj 

Cette équation, qui doit être vérifiée, quels que soient x^ 
j, z, devient, quand on y remplace u et v par leurs va- 
leurs (4), 

^^^^""^diidu^^^^^^^d^'du^^ \Tudv ^ dv du)^''' 
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Exprimons x ely à Taide de z, u et u^ au moyen des équa- 
tions (4)9 c^ nous aurons 

^ ^ du du ^ ' dv dv \du dç dv du) 

et cette éipiation, devant être vérifiée quels que soient u, v 
el z^ se partage immédiatement en deux autres 

du du dv dv 

(7) { 

dff d'^ df d^ df d'^ dff d'^ 

du dv dv du du du dv dp 

La dernière équation peut s'écrire 

^ ' \du dp) \du dp) ' 



d'où en premier lieu 



d^ d^ 
du dp 



Cette équation étant intégrée donne 

cp étant ime fonction arbitraire , et l'équation (7), quand on 
y remplace (f par la valeur précédente, devient 

, . d^ d^ 

^^' du dp 

Pour obtenir l'intégrale générale de cette équation, j'in- 
tègre le système 

du dp d'^ 



qui donne 



u p o 



u 
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L'intégrale générale de Téquation (9) est donc 

^ étant une fonction arbitraire ^ nous avons ainsi le système 
orthogonal 

qui n'est pas plus général que le suivant : 



xy u -\- V V 

z^ ^ 2 ' u 



ou bien 



XY ^ . 2' -4- 2r* 

a =-4, p=x«-i-j'-+-3', 7=-n — -2' 
z* ' z*+ 2.r* 

Nous trouvons ainsi pour surfaces conjuguées des propo- 
sées des cônes ayant même sommet que les proposés et des 
sphères ayant l'origine pour centre. 

Si dans l'équation (8) on avait annulé le second facteur, 
on serait évidemment tombé sur le système 









3 



Problème n<» 66. 

L'une des familles d'un système triple orthogonal étant 
représentée par l'équation 

(i) azzzxyz, 

dans laquelle a est un paramètre var'iable, on demande 
de troui^er les deux autres familles . 

Soit (3 = F (a:, 7, z) l'équation générale des surfaces qui 
coupent à angle droit les surfaces (1)5 nous devrons avoir, 
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quels que soient x^y^ z, 

dY da. d¥ da dF da __ 
dx djc djr djr €lz dz ' 

OU, en remplaçant les dérivées de a par leurs valeurs tirées 
deTéquation (i), 

ï dF i dF i dF 

^ ' x dx J djr z dz 

Pour intégrer cette équation linéaire aux dérivées par- 
tielles, je considère le système suivant d'équations difie* 
rentielles simultanées : 

xdxz^-ydy =:zdz =. — > 

o 

et j'en tire 

C, = F; 
donc rintégrale générale de l'équation (2) est 

(p désignant une fonction arbitraire. Posons 

et, en désignant par ^ une nouvelle fonction arbitraire, 
nous prendrons pour les équations des familles de surfaces 
cherchées 

(4) P = ^(«.^]> 7 = -H«»0' 

P et y étant les paramètres variables. Il nous reste à ex- 
primer qu'une quelconque des surfaces P coupe à angle 
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droit une quelconque des surfaces y, c'est-à-dire que 

dff d"^ d^ d^ dff d"^ 
dx dx dy dy dz dz 



Cette équation, quand on y introduit u et f^, devient 

[(ê)--{|)v(^>^i§[(£)v(|)] 



dff d^ r/^'' 

€iu du 



(dff d^ dif £Aj>\ /du d{f du dv\ 
du dv dv du) \dx dx djr djr ) 



Remplaçons les dérivées de m et i^ par leurs valeurs tirées 
des équations (3), et nous aurons 

\du du du du) ^ -^ ^ 

Mettons dans cette dernière équation, pour x* et y^^ leurs 
expressions en u, (^ et 2* tirées des formules (3), et il 
viendra 

du du dv dv ^ ' \du dv dv du) 

Cette équation, devant avoir ]ieu quels que soient u, v et z', 
se partage en deux autres : 

du du dsf dç 
d(f du \du du du du) 

On déduit de là 



da d'if 

u -— -^ 

du du 
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et par suite 

} av au 



(5) 

dv ^ 'du 



*'-4 — (« — V^ii»4- Bi'Ot^ = o. 



Ces équations aux dérivées partielles sont linéaires. In- 
tégrons la première; nous serons conduits à trouver l'inté- 
grale générale de l'équation différentielle homogène 



g^. du «-h v/w*-+- 3v* 

(b) — = • 

^ ' dv \f 

3 0s 

Je pose M = 1^ — afin de séparer les variables et de 

chasser le radical en une seule fois; j'en tire 

V II* -4- ot'* = — J', 

29 



u -J- i/ii*H-3p» = T- •'i 
et l'équation (6) devient 

p— G(9— 0») 3\0 eH-3 — 3/ 

En intégrant et désignant la constante par C, j'aurai 
donc 

Remettant pour 9 sa valeur en u et i^, je trouve, après quel- 
ques réductions, 

C' = (v^-f- 3f»-i- 2ii)'{v^ii^4- 3v»— u). 
' L'intégrale générale de la première équation (5) sera donc 
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P = cp(C') OU simplement (3 :;= C, c'est-à-dire 
On aurait de même 

Remettons à la place de m et «^ leurs valeurs en x^y^ z^ 

remplaçons jB et y par — 4 et — t j et, après quelques 

calculs assez simples, nous aurons le système triple ortto- 
gonai demandé sous la forme 

f _ 2(jc4_f_j4^2«—- 7'z'— z^a:* — a:»72j2^ 

Î7r= (j»-f-2^— 2X2) (;5a_^^a_ 2j') ( a:^ -f- JT^ — 2 Z^ ) 
-4- 2 (ar* + j< -h z< — j*z»-— z'x' — ar»j2 j2. 

D'après le théorème de Dupin, les lignes de courbure 
de la surface 

seront les intersections de cette surface par les surfaces (7} 
et (8). 

Problème n» 67. 

Déterminer les fonctions X, Y, Z ne contenant, la 
première que x, la deuxième que y^ la troisième que z^ 
de telle façon que les surfaces représentées par les équa- 
T. — Rec, 24 
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tions 



p — a p — b p — c 

, . , X Y Z 

^ ' ^ fx — a IL — pL — c 

X Y z 



y — a V — 6 V — c 

où p^ (i^v sont des paramètres variables, a, 6, c rfe5 co«- 
stantes données, constituent un système triple orthogonal, 
c'est-à-dire de façon qu'une quelconque des surfaces de 
l'une des familles coupe à angle droit une quelconque des 
surfaces des deux autres. 

De la première des équations (i) on tire 

p»— p»(X-f-Y-4-Z4-a-l- è-f-c) 
-t- p[X(6 -4- c) -f-Y(c -h a) -f-Z(ûf-f- b) -4- ôc-f-ca -|-tf6] 

— [X ^c -^ Yca 4- Zaô H- aftc] rzi: o. 

Les racines de cette équation du troisième degré sont p^ fx, 
y ^ on a donc 

p-hu-f-v = X + Y-t-Z-4-a-f-ÔH-c, 

piv -f- vp H- ppt = X ( 6 -f- c) -h Y (c H- a) 
^ ' » -4- Z(rt -f- ô) -4-^c + ca -f- €1^, 

ppiv = X èc -h Y cflU- Z flft -h aôc, 

et Ton déduira de ces formules, en les diiTérentiant par 
rapport à or, 

^ H- ^ -4- ~ = X' 
dx dx dx 

dû du. dv 
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En multipliant ces équations, la première par ]D*, la 
deuxième par — P) I^ troisième par i, et ajoutant, on 
trouve 

et Ton trouvera de même les valeurs de ~-5 -7-5 -7^> •• • • 

dx dx dy 

J'écris ces valeurs comme il suit : 






dv 



± 
dy 



dp 

dz 



X' 


Y' 


Z' 


p « 


p-ô 


p-c 


dfl 

d.T 


dy 

Y' 


dz 


X' 


Z' 


V- « 


^^h 


ft-C 


d^ 


dv 


d» 


dx 


dy 
Y' 


€iz 


X' 


"" Z' 



(p--pj[p — v) 



(f*— v)(fx — p) 



(v — û) (v — è) (v — c) 

■ ■ — M ■ ■ -■ ■— ■ ■ ^ ■ — — ■■ ■ I 

(v — p)(v — p) 



V — a V 



— h V — c 



Les conditions d'orthogonalité, qui sont 



d^ d\i. dp du dp dpi. 
dx dx dy dy dz dz 



dp. dv dp. dv dp. dv 
dx dx ' dy dy dz dz 



= 0, 



dv dp dv dp dv dp ^ 



-r 



dx dx dy dy dz dz 



O, 



vont devenir, en substituant pour —■ ; • • • leurs va- 

24« 
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leurs (3), 

X'" T^ Z'» 

-^ 7 w ^ =0, 



X'i Y'^ Z'» 

-H : r-T r =0. 



Or, en retranchant deux à deux les équations (i), après la 
suppression d'un facteur commun, on trouve 



^ ■ X Y ^ Z 

X Y Z 

4- , TTT TT 4- 1 w X =0, 



I (p— a)(^-_«) (p — 6)(fi-6) • (p — c)(fi — c) 

et la comparaison des formules (4) et (5) donne immé- 
diatement 

X'2 __ Y" __ Z'' 

"X "" Y "" z" ' 

Ces relations devant avoir lieu quels que soient or, j^, z, les 
rapports précédents doivent être constants ; on aura donc 

X'^ _ Y'» _ Z'» __ 
--— z=2V^X, dx= — — =• 

"•^ 2 y ^X 

» 

En intégrant et désignant la constante par Xo, on a 



-x.= ^- 



X 
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et par suite 

En déplaçant les axes parallèlement à eux-mêmes, et fai- 
sant A: = I , ce qui n'enlève rien à la généralité de la solu- 
tion, on aura donc 

x=j?% Y=j» z=2^ 

et le système orthogonal cherché sera 



a û — o p — c 



jjj ' r' z* 

• ^ H =1 



^ — a fA — o p — c 
a:^ r* z* 



V — a V — à V — c 

C'est le système orthogonal connu des surfaces homofocales 
du second degré. 

Problème n*" 68. 

Déterminer la fonction U de x^ y^ z^ de façon que le 
système des surfaces représentées par les trois équa- 
tions 

.rr Y^ 2* 1 

r -1 —5 



(1 



p — a p — b p — c U 



rzzi 



p — a p — b fx — c U 

.r* r' z* I 

1 il 1 :::3 _, 

V — a V — 6 V — c U 



OÙ p, fjt, V J0/2t rfej paramètres variables, a^by c des con- 
stantes, soit un système orthogonal. 
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En opérant comme précédemment, on trouve 



(a) 



dp 

dx 




2U.r 

h 


dV 

dx 


dp 




p—b 


d\} 

dy 


dp 

dz 




2UZ 

h 

ù — c 


d\^ 

dz 



dfi 
dx 



dx 



2U.r 
h 


dx 


da 




dy 





/x — 6 dy 
d^ 

pi — c dz 



nXlx 




^V 




^.r 




^"^ 


dy 


^y 




dz 




• 


d\S 



V — c 



dz 



Les conditions d'orthogonalité -^ ~- 4- . . . = o devien- 
nent, en tenant compte des relations 



(3) 



r* 



+ 



a' 



(p — «)({*--«) (p— *)((*— *) (p—<^) ((* — «) 



/£uy /£uy /£uy 



(4) 



4 



dx 
dM 



(— +— ) 

^U / 1 1 \ 

-^y dy \p^b'^ ^-h) 



dz 



= 0, 



Les deux autres équations se déduiraient de la précédente, 
en remplaçant jO et fjt par /x et v, puis par v et p. Nous sup- 
poserons écrites ces deux nouvelles équations \ en retran- 
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chant la première de réquation (4)7 on aura 
dTJ 



dx 



c'est-à-dire 



i_l Lj\+y^(^ l\ 

\p — a V — a) ^ \p — ^ ^ — ^/ 

\p C V — c ) 



dV 

'-di 



d\} €/U d\} 

X y z — 

dx dy dz 



(p-«)(v-«) (p_6)(v-é) (p_c)(v-c) ' 

et l'on aurait deux autres relations pareilles en |xet p, et 
en V et fx. Comparant, comme dans l'exercice précédent, 
ces relations aux formules (3), on en déduira 







€/U £/U ^u 

X y z • 

dx dy dz 






x^ y-" z" 


ou bien 




dH dV dV 
d.x^ d,y^ d.z'^ 


d'où l'on con 


dut 


m 




U: 


— ^{x»-\-y^-hz') — * 


en posant 




li . .r' 4- ^ -f- 2'. 


On tire de là 







— =2ar*'(«), _ = ajr*'(«), -^ = 2«*'(«), 

et l'équation (4) va devenir 

4«*"(«) + 4 (^- + ^ + -^ 

'' \p — a — b ù — c 



p — a p — o p 



|A — a pL — b pL 



^^ *(«)*'(«) = 
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c'est-à-dire, en teaant compte des formules (i), 

*'(a)[tt*'(l£) -h 2*(w)] =o. 

On a donc 

I** *'(«) = o, *(tt) = const.; 

on peut prendre 4^(u) = i, et l'on retombe ainsi sur les 
surfaces homofocales du second degré. 

?.• «*'(«) -h 2*(a) = o 

ou bien 

-— ^r H O, 

<t>(l/) U 

d'où, en intégrant, et faisant la constante égale à i, 

*fl/l = — Z= • 

I^e système auquel nous arrivons est donc le suivant : 

.r* r' z* , , 



â; p — b 



P— « p 



x^ r^ z' 






y tf V b V C 



C'est le système des surfaces bomofocales du second degré 
dans lequel, à la place de j:, j^, z^ on met -^ ;< 

;5 c'est donc ce système trans- 



formé par rayons vecteurs réciproques. 
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Problème n^ 69. 

Déterminer les fonctions les plus générales y et i};, de 
façon que les surfaces représentées par V équation 

(l) az=^[z)^(l^, 

ail CL est un paramètre variable, constituent l'une des fa^ 
milles d'un système triple orthogonal. 

Nous changerons de variables et nous prendrons des 
coordonnées polaires dans le plan des xj : 

^r=:rcosô, j = rsin9j 
nous tirons de là 

dr dr 

—- = cosÔ, -— = sinO, 

dx djr 

^^^ ^ d^ sinO rfô cosô 



> 



dx r dj r 

L'équation (i) deviendra 

(3) a=/(9)?(z), 

et nous en tirerons 

-=-/'(9)ç(.)--, 

(4) ^J=+/'(o),(.)e^, 

Nous chercherons d'abord Téquation générale des sur- 
faces qui coupent à angle droit toutes les surfaces (i)^ au 
lieu de faire figurer dans cette équation x^ ^, z^ nous y 
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ferons entrer r, et z. Soit 

réquation de ces surfaces où |3 est un paramètre variable*, 
nous aurons 



(5) 



dp 

dx 


^dp sinô dp 
dr r dB 


dp 


. ^ dp cosô <fÔ 

— sinô-^H -£, 

dr r aô 


dp 


^p 


dz 


"" dz 



La condition d'orthogonalité 

£fa dp doL dp doL dp __ 
dx dx dy dy dz dz 

va devenir, en tenant compte des relations (4) et (5), 
(6) ^/'(9)?(^)f +/(<»)?'( *)f=o. 

Pour intégrer cette équation linéaire aux dérivées par- 
tielles, nous considérons le système suivant d'équations si- 
multanées : 

dr _ 7^<fô _ dz __ dp 

qui, en appelant Cj, Cs, Cg trois constantes arbitraires, 
nous donne 

r=C„ 

c:.Çn^)df^^Ç^A^az-^c 
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L'intégrale générale de l'équation (6) est donc 
Nous poserons, pour abréger, 






lîl^.^.(.), d'où J|^==*'(^)> 



(9) u = r^F(Q]^^(z), 

et nous aurons 

Donnant à la fonction arbitraire ;^ deux formes distinctes 
Xi ^^ X«î ï^o^s ferons 

et nous aurons là, en considérant |3 et y comme des para- 
mètres variables, les deux autres familles du système or* 
thogonal, pourvu que nous puissions déterminer les fonc- 
tions )^i et ;fj, de façon que Tune quelconque des surfaces 
^ coupe à angle droit l'une quelconque des surfaces y, 
c'est-à-dire de manière qu'on ait, quels que soient j:, /, ^, 

dp dy dp dy dp dy __ 
dx dx dy dy dz dz 

équation qui, en exprimant les dérivées de j3 et y relatives 
2iX^j^z au moyen de celles relatives à r.et u, devient 

a di\\ébc) ~^ \d^) "^ \dz) J 

^ M dr dr \_\dx] \dyj J \du dr dr du) 

(du dr du dr\ 
dx dx dy dy) 
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Or de la valeur (9) de u on tire 

— = 2rFf 0) cosô — irF'(Ô) sine, 

-P- =2rF[r) sinô -f- /^F'(ô) cosO, 

du ,. . 

— =--.*' z. 
dz ^ ' 

En substituant ces valeurs de -7-» -7-1 -7- et celles de -7-» 

ax djr az dx 

-—j -—t Téguation (10) deviendra 
dy dz ^ 

|^[4r.P(0)-HHF"((»)4-*"(^)]-Hg^J 

(") 



+ 



(S.^-fÈ)-ci=»- 



Ce^te équation, dans laquelle 9 doit être remplacé par sa 
valeur en z, r et m, tirée de l'équation (9), doit avoir lieu 
quels que soient u, r et z, et en particulier z en doit dis- 
paraître; toutes les dérivées de Téquation (11), prises par 
rapport à z^ devront être nulles. Remarquons que z n'entre 
que par 4>(z) et ^' {z). Pour plus de clarté, nous emploie- 
rons les notations suivantes, en remarquant que, les fonc- 
tions 4>(z) et F (9) une fois connues, on en peut déduire 
4>" [z) en fonction de * \z) et F" (0) en fonction de F(e) : 

<b[z]z=.\ <i>'»{z) = *,[*(z)] .= *,(>), 
F'^(ô) = F,[F{0)]. 

Or la formule (9) donne 
Nous aurons donc 



F"(9)=F.("43) 
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et l'équation (i i) deviendra 

\ dr dr \dr du du dr ) r 

Cette équation doit avoir lieu quel que soit X ^ prenons -en 
la dérivée première et la dérivée seconde par rapport à X, 
et nous aurons 

\dr du du dr J r 
Ecartant Thypothèse 

dp dy _^ 
du du 

qui ne conduit à rien, comme on s'en assure aisément, il 
reste 

(i3) 8+r.(îi^) + r'*";(>) = o. 

et cette équation doit avoir lieu, quels que soient u, X et /*, 
ou quels que soient — —t r* et ij on doit donc avoir 

i» *'(l)=o, 

8 H- F- (ii±^) = o. 

La première de ces équations nous donne, en désignant 
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par 71 et 6 deux constantes, 



*,(X)=:2(1_B); 



et, remettant au lieu de 4>i (X), «ï>" («); au lieu de X, 4>(z), 
nous aurons 



*'(«) = y/^ v^*{^)-B. 



rfz--- ''*W 



jn c 



v/*(z) — B 
On en tire, en intégrant, 

z — z, =z \liin)J^[z] — B, 

Reportant dans la dernière équation (8) et supprimant la 
constante Zo, ce qui n'enlève rien à la généralité de la so- 
lution, 

«p(z) z 



(p'(z) n 

et, en intégrant, 

Je n'introduis pas une constante \ elle se fondrait avec a 
dans l'équation ( i ) . 

Voilà donc une de nos fonctions déterminées; il nous 
reste maintenant l'équation 

84-r7î^\=3o ou 8+r;[F(e)]r=o; 
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d'où Ton tîre, en désignant par A et C deux constantes, 

F.[F(0)] = F»(Ô)= — 4F»(0) 4-8AF(0)-+-4(C»— A»), 



F'(Ô) ==h2v^— [F(Ô)— A]*-i-C», 

V/C»— [F(0)— A]» 

En intégrant, on aura 

_i- /« ,.\ F(0) — A 
±2(0 — ôp) :=:^arccos ^ V. î 

VI 

F(0)=A=i:Ccos2(0 — e.), 
et la première équation (8) donnera 

^ = qr2Csm2(9-9.). 

On tîre de là, en supprimant la constante 5© et n'en met- 
tant pas d'autre dans la nouvelle intégration, 

/(9)=: (tango) *Cî 
donc 



4C 



On peut écrire simplement a = z" — • Voici donc la conclu- 
sion à laquelle nous arrivons : pour que les surfaces repré- 
sentées par l'équation a = (p(ir)4'( — ) constituent l'une 
des familles d'un système triple orthogonal, il faut que 
(f[z) = z"^ et ^(-) =~> c'est-à-dire que l'équation pro- 

Y 

posée soit a = z" — • 
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Problème n^ 70. 

Etant donnée l'une des familles de surfaces d'un sys- 
tème orthogonal, représentée par l'équation 

(i) « = ^£' 

trouver les deux autres familles du système. 

^ Nous pourrions nous appuyer sur les formules de Texer- 
«cice précédent; mais nous préférons traiter le problème 
directement. Soit ^ = o Tune quelconque des surfaces des 
deux familles cherchées; nous devons avoir 

doi dB doL d^ da ^ 
dx dx djr djr dz dz 

Cette équation devient, quand on y remplace les dérivées 
de a par leurs valeurs tirées de l'équation (i), 

^ ' X dx y dy z dz 

Pour trouver l'intégrale générale de cette équation, nous 
avons à intégrer le système suivant d'équations simul- 
tanées : 

_ _ zdz d^ 

— xdx zzzLYdy = — = — ^« 

n o 

Nous en tirons 

C, = z» — ny\ 

C3 = p; 

et, par suite, l'intégrale générale de l'équation (a) est 
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(f étant une fonction arbitraire. Nous poserons 

(3) u = a:^^j-', V =1 z^ — ny^, 
et nous aurons 

(4) P = 7(«^^)» 7=^'(«i^)- 
Il nous reste à exprimer que la condition 

dp dy dp dy d^ dy _ 
dx dx dy dy dz dz 

est vérifiée, quels que soient x,^, z. On peut écrire cette 
relation comme il suit : 



du du L \dj: ) \^y , 



dS dy Wp dy\ f du dv\ __ 
du di> dv du J \dy dy I 



ou bien, en remplaçant les dérivées de m et ^^ par leurs 
valeurs tirées des équations (3), 

^flfp dy dp dy __ 
du dv dif du 

Remplaçons, dans cette équation, x^ et z* par leurs valeurs 
en zx, V et j^*, tirées des équations (3), et nous trouverons 

dp dy dp dy , ^ . 

\ du d\> du da 1 



Cette équation, qui doit avoir lieu quels que soient a, i' 

T. — Bec, 2.5 
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et j^*, va se dédoubler, et il viendra 





dp dy 




du du V 
dp^ dy" tt' 




dv dv 




dp dy 
du du 

dv dv 


d'où Ton tîre 




a'^p 




du 

(5) ^p = 


:« -4-1 — i/(/î-M)'-+- — 


dv 




a'''^ 




(6) -# = 


:/H-l4-y/(/i-hl)'-h^' 


dv 





Considérons la deuxième de ces équations aux dillérences 
partielles; nous en déduirons les équations simultanées 

du — dv dy 



/i -f-I + 



v/(— )--1f " 



Pour intégrer la première de ces équations, nous poserons 

(tï H- i)*+ — = 4^*î et il en résultera 



du ^tdt 

1 -, = o. 

u . I — /?' 



/*-f-^-h 



4 

On trouve, en intégrant, 

1 n.+ 1 n — 1 
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OU, en remplaçant t par sa valeur^ 



«1+1 



C, = a" y[n -H i)'-i- ^ -+- /i -f- 1 

On a donc, comme intégrale générale de Téquation (6), 

7=^^(01) ou simplement 7 = C|, 

c'est-à-dire 

7 = «» i/(/i + i)'+il' + /i+ I 

On trouverait de même 

(8) \ ^^ -'^__ 

Ces équations, dans lesquelles il faut remplacer u et p» par 
Il = jc* -f-j^'î ^ = ^* — ^J^-i sont celles des familles clier- 
cliées. 

On aura donc le système suivant de surfaces orthogo- 
nales : 



r 

.T 



llH-l 



lp= [v'(7H-l)'.r'-f-(«-i)»j'-t-4z»— («+i)v/j;»+j']' 

(g) ( 



«■4-1 



(10) j _ 
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Comme vérification, faisons « = i-, nous aurons 

OU 

2 2 

C'est bien le système trouvé par M. A. Serret pour les 

• surfaces qui, avec le paraboloïde (x;= - — ? forment un sys- 
tème orthogonal. 

Nous remarquerons, en terminant, que, d'après le théo- 
rème de Dupin, nous saurons maintenant trouver les lignes 
de courbure de tous les conoïdes représentés par réquatîoii 

3" — = a j ces lignes sont les intersections du conoïde par 

les surfaces (9) ou parles surfaces (10). 

Remarquons encore que chacune des surfaces (9) et (10) 
peut être engendrée par Tintersection des cylindres 

.r* -\r-j^= const., , z' — Tij' m const., 
se déplaçant suivant une loi déterminée. 



FIIN. 
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